рт тете ео ое тет 





ПРОГРАММА ПО ЛИНЕИНОМ АЛГЕБРЕ 
/Т семестр/ 


Т. Векторные пространства, подпространства, линейные отображения. 


2. Линейные комбинации, линейная зависсмость, размерность. 


3. Базис векторного пространства, связь с размерностью. 


4. Классификация конечномерных векторных пространств с точностью до 


изоморфизма. 
5. Системы линейных уравнений в векторной записи. Простейшие крите- 


рии определенности и совместности. 
6. Переход к новому базису, изменение координат вектора. 
7. Запись линейных отображений матрицами. 
8. Умножение матриц, его связь с композицией линейных отображений. 


9. Обратная матрица, условие ее существования. 


то. 
тт. 
12. 
тз. 
14. 
15. 


т6. 
Т?. 
18. 
5. 


20. 
2т. 


22. 
23. 


24... 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 


Сложение матриц и линейных отображений, умножение их на скаляр. 
Двойственное векторное пространство, цвойственный базис. 

Ранг системы векторов, ранг матрицы. 

Теорема Кронекера - Капелли. 

Ядро, образ, ранг и дефект линейного отображения, 

Связь между рангом и дефектом. Приведение матрицы линейного от- 


ображения к каноническому видуе 


Задание подпространств системами однородных линейных уравнений. * 


факторпространство, его размерность. Теорема о гомоморфизмах. 
Суммы и прямые суммы подпространств и векторных пространств. 
Полилинейные бормы на векторном пространстве. Симметрические, 
кососимметрические и знакопеременные формы. Запись форм в ко- 
ординатах. ь 
Оператор альтернирования и его своиства. 

И, -линейные знакопеременные формы на П -мерном пространстве. 
Определитель матрицы. 
Основные свойства определителя, 
Определитель линейного преобразования, 
преобразований и матриц. | 
Условие обратимости матрицы в терминах определителя. 
Правило Крамера. 
Разложение определителя по столбцу. 
Вычисление обратной матрицы. 
Тензорная алгебра полилинейных форм. 
Внешняя алгебра знакопеременных форм. 


4 





ее " ‚терр олд хе лага ь 








т 3:3 


Определитель произведения 
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Я а 


йнвариантные подпространства, их применение к упрощению матрацы 
линейного преобразования. 

Собственные векторы, собственные значения, характеристический 
многочлен. . 

Теорема Гамильтона - Кэли. 

Нильпотентные линейные преобразования. 

Корневые подпространства, Разложение пространства в пряную сум- 
му корневых подпространств. 

Комплексификация вещественного векторного пространства. 


Существование одномерного или цвумеоного иивариантного подпоос- 


транства для линейного преобразования конезчномерного вещественного 


пространства. 


рек ен отн т: 


сов ния и ур наче тст 
у И : { : | 





8 Т. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРИМЕРЫ 


к 


называется множество \/ ‚ снабженное операцией сложения (х,4)=> 
тя 






Пусть К некоторое поле. Векторным пространством над 





х +9 С Ч, +4 =М) и операцией умножения на элементы пол 
(с, <) к» сх (сеК ) <, схе\)”, так что выполнены следующи 
условия: 

1/ 55 +9 — =. 

2/ (с+чфча = + (4+2) ;. 

3/ существует такой элемент Ое\ . что = +0 = 2<, 
4/ для любого <е\М существует такой -же\ , что х+Сх)= 0, 
5/ в (х+9) = сжт <, 
Бес аа о 
ТИ са) = = с. (<); 
Э7' Ч 5 = =, 


`/Здесь всюду \,у, Е Уз с, а ек/. 


Элементы пространства у называются векторами, а элементы 


поля < — скалярами. Условия Т/ -4/ означают, что \ является 
абелевой группой относительно сложения. Элемент, 0 © \ называет- 
ся нулевым вектором, а злемент —2< - поотивоположным к вектору 5. 


Как известно из теории групп, эти элементы определены однозначно. 

Примеры. Т. Множество ЕЗ всех свободных векзоров в геометри- 
ческом евклидовом пространстве есть векторное пространство над по- 
лем действительных чисел ® относительно хорошо известных из эле- 
ментарной геометрии операций над векторами. Аналогично определяют- 
ся пространства Е! и Е* векторов на евклидовой прямой и плос- 
кости. 

ы г в | 

2. Множество К всех упорядоченных наборов Оба эле- 
ментов поля к есть векторное пространство над «К относительно 
следующих операций: 


ера т„) — ее 9») = (7. +41 ав +»); 


С о, = (Сены А Я СА ) т 


‘Это пространство называется Г -мерным координатным. /или арифыети- 


ческим/ векторным пространством над < . Его нулевым вектором яв- 

ляется О = (О озазОЯ а — (<.,.,\) = (- 4-5 —=») 
‘3. Множество < (а,6) всех непрерывных функций на интервале 

(а, 6) ео р является векторным пространством над в относитель- 


1 





а: 








но обычных операций над функциями. 


Непосредственно из определения выводится у 
Лемиа Т. Имеют место следующие свойства: 

Т/ 0% =С0 =0,; Е. 

2/ если сх = О, то либо С =0, либо < = 0; 


3/ Сс) = в С-*) = -С©>) } 
4./ если определить разность- векторов с и я формулой 


=-& = ВЕСИ, 


ко бе) ве 6 ; (<=9) == сх - ах. 


/Здесь всюду х,чЕ \/ - Е 
| - 

Пусть М: и \\ - векторные пространства над одним и т 
1 к г 


же полем [< о льнейным отображением /или гономорфизмом 





ства о МАГ. называется отображение + Ум ‚ обладающее 
следующими свойствами: р 

с (к) = 4 #9), $ (<®) = < 169) (зе М, сеК). 
Если Пу \\ х то говорят о линегном преобтазовании Иили 
физме/ пространства М . | 


Пример 4.’ Поворот на кекоторый угол вокруг точки является ли- 
| 9. 


эндомор- 





нейным преобразованием пространства в % 

5. Для произвольного пространства \ любой скаляр се К 
определяет линейное прсобразование бы эс => сх пространства ро 
называемое г мотетией с коэйофициентом С + 

6. Оператор дибференцирования <-> Ф’ есть линейное от- 
ображение пространства с’ (а,6) всех бункций на интервал (а,6), 
имеющих непрерывную первую производную, в пространство С (@, @). 

Лемма_2. Для любого: линейного отображения г: ММ инцеем: 

$0] =: = 4 (-=) =-$ <) (же М). 

/В курсе ‘алгебры это доказывается для любых гомоморфизмов 
групи. / Я | 
Лемма 3. Если С —> \/ — М - линейные отображения, то и 


$8 Им — линейное отображение. 


а Р | , р 
Если У’ \/ —\/\Г - обратимое /т.е. биективное/ линейное от- 
Е ИХ а „нейн 
ображение, то обратное отображение ой \\ > \М также ликейно. 


Обратимое линейное отображение т; Х/- МГ называют также 


изоморбизмом пространства \/ на \№ . Если такой изоморцизы 


ными 


ь1. 








существует, то пространства \ и МАГ называются изоморе 
И/пишут \ Ни | | 
Из леммы 3 легко следует, что произведение, двух изоморсизмов 


есть изоморфизм и что отображение, обратное к изоморбизму, также 











Ве = 


5 


есть изоморйизи. Отсюда вытекает, 





изоморрности = 
является отношением эквиывалевктности, т.е оеблексивно, сициаетрично 


и транзитивно. Значит, векторные пространства разбиваются ва клас- 


сы изоморйных между собой пространств. С точки 





гебры два изомороных пространства существенно 





от друга. Поэтому естественно поставить задачу 
изоморфных векторных пространств /или о классификации векторинх 
пространств с точностью до изоморбизиов/. По поводу решения зтой 
задами см. 8 2. 

Пример 7. Е^= В / КЕТ,2,3/. Поясним, как устенавли- 
ваются эти изоморфизмы, на примере К =2. Выберем на глоскости 


декартову систему координат и обозначим через ел. ОПБСЕВКЕЮ- 





щие эту систему единичные векторы на осях координат. 
РЗ С 
вектора хе Е ‘называются координаты ковца этого вектора, если 


отложить 32 от начала координат. сли ЗА,» - координаты век- 


тора < „то ж=2е. +5, е», „ Отсюда легко выводится, что от- 
У ей. | 52 
ображение (=.,5.)\- 3 е.+5х,е, есть изоморфизм пространства < 


2 
на Е е 
Пусть \/ —- векторное пространство над К . подиножество 
АГ 
Му = \\ называется подпрост странства и если \ 


ре 


является векторным пространством, относительно операций, задодных 


в \. | 


г а и - 
Демма 4. Попиножество` МАХ 2 | является поппространством 


аиством про 





тогда и только тогда, когда выполнены условия: 
т/ М\М=ф, ‚ ВИ 
а’ ие Ме хчуе\; 
3/ хеМ , сеК => сх е М. 
Пример 8. Множество всех векторов, лежащих на дани # плоско- 
сти /прямой/ есть подпространство в ЕЗ /соответственно в Ее, 
9. В любом векториом пространстве подмножества 40 ш Х 


являются подпространствами. 











И 


$ 2. ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ, РАЗМЫЕРНОСШЬ, БАЗИС 


Под системой векторов пространства Г понимается любом по- 


<> 


нечный упорядоченный набор векторов из М Пусть "5; уж = 
система векторов. Вектор вида Ч = сн. 5; ре. Се Ик 


зывается линейной комбинацией системы  4,...,2 . Товорят 2 


же, что Ч линейно вы 





ажоется через систему 9; ,...,; 5; ‹ сово- 





купность [21,..., 5. } всех линейных комбинаций данной системы 
называется линейной оболочкой системы 5; ,...ух; + Зсли, в чвот- 
ности, [51,..., 3.) = ЭГ г 0 говорят, что 3%, ,.... 0 Ооо 
хдоют \/ или что 9‘ ,.... 20; ‘- система образующих простран- 
ства М. 

Ленма Т. Линейная оболочка ое 555} есть подпроетозн- 


ство в \/ ‚ содерхащее “.,...., 5 5 
Система векторов 9.,.... Хз называется линейно зависшиой, 


если существует линейная комбинация С434 *... * с, = $ 
в которой хотя бы один С: 0 . В противном случае боле ое - 


зызается линейно независимой. | 

Лемма 2. Система {25} линейно зависима тогда и только тег. 
когда 5= О. При ^> ТГ система 541,..-, 253 линейно зависти 
тогда и только тогда, когда для некоторого имеем Же 
ГС, ..., сена, бен о 24]. | 

Леима 3, Система, содержащая линейно зависимую ‘подонезену, 
сама линейно зависима. . 

Лемма 4. Если система 1 у-::5 24 линейно независима, 8 
ЭС +++) 5 Ч линейно зависима, то 9 Е. жа 

Лемма 5. Пусть Ч а ри еое 55; ] . Система 3... --. 3 пи- 


нейно независима тогда и только тогда, когда Ч выражается черсз 


2 


у.) 2 единственным образом. 

Пример Т. Пусть \ = Е? „. Линейная зависимость системы 
>, равносильна коллинеарности векторов 3, 1.6. ИК 
принадлежности одной прямой/. Линейная зависимость системы 
эх, Ч, = о равносильна компланарности р ое Вы 
/т.е. их принадлежности ‚одной плоскости/, Нетрудно доказать, что 
любая система из > З зекторов в Е? линейно зависима. 

Говорят, что векторное пространство А имеет разперность 
и. , если в Ро существует линейно независимая ‘систена из И 
векторов, но всякая система из большего числа векторов линейно 
"Зозибимах Размерность обозначается ети у . Если \ = {о5, то 








В: а 


й 
} 


оозмерность Ам М считеется равной О, Говорят, что 





о бесконеч- 
/ ем М =г /, если в М существуют линейно независи- 





мые системы из сколь угодно большого числа векторов. 
а \ [к й. о ы А 
Примеры. 2. Имеем и Е‘=К для К = Теа 


3. Пространство СС, =) непрерывных функций на прямой бес- 
конечномерно. Действительно, для любого И. система дункци” (4, 


, 
гы а" а линейно независима: если < (9 И я Ре. 
для всех +е В 25: вы и 2941 (0) = 
4.. Рассмотрим в пространстве а векторы @: = (0,...41,.... 0) 
р 3% ФныкйЕ 7 ПЕ ЕКО видеть, что о ао 
ое: Си) . Отсюда следует, ‘что система @ ›„... линей- 


но независима, так что ебиил К^= в . пы увидим вскоре, что не 
самом деле ом кк =п. : 

ля вычисления размерности полезно следующее понятие. опоте- 
м5 векторов /^Х ,...,%) пространства \/ называется базисом, 
если она линейно независима и.если система О ле - ны 
нейно зависима для любого вектора же \М ‚ Из лемм 4 и 5 следует, 
что любой вектор жЕ\ единственным образом линейно виреллется 
через базис: <= 2... 35 о: зрие <К. Скаляры бу ачечаа 
называются координатами вектора 5 в базисе Зе ее 

Примеры. 5. Любая линейно независихая система из К зекто- 
ров в Е“ я в. заза составляет базис. Полученные таким об- 
разом системы координат в {= ‘называются абфивными. Частным слу- 
азем являются цекартовы системы координат. Вообще, в простракстве 
размерности И? О любая линейно независлмая система из ль. Вен 
торов является базисом. | а 

6. Как видно из примера 4, векторы. < ,.... 2 составляют 
базис в а называемый стандартным. Координаты вектора. <е. = 
= (у. +, Жи) в стандартном базисе - это его компоненты 35:,..., Ч», 

Поотена Т /о занене/ь Пусть у 9 базыс и И, 
м7. - линейно независимая састема векторов пространства ОЕ 
Векторы ”®) зз.зу Ум МОЖНО перенумеровать так, чтобы \,..., Ум, 
и зе -чу Чл. Также составляли базис в М . В частности, ми. 

Доказательство. Проведем индукцию по м о При. и = О творе- 
ма верна. Пусть она верна для линейно независимих системы из м-1 
векторов. Тогда мы можем считать, что О пои база м 
—- базис пространства т . Значит, существуют такие он 
что 

м = сид +. + Сы + бы М 4. М тЫ ГИ 





‚Поскольку система ЛА ,..- 5 Ум линейно независима, имеем Пэм, 
причем не все Сы ,.... С» равны О. Можно считать, что См =6. 
Докажем, что тогда Ал ++: м Знио... * ‚Ук составляют базис. 
из /Т/ следует, что ие Галл, мы, ми, .5 | ‚ откуда без труда вк- 
водитея, что А/ = ил Е бань у. Остается доказать линейную 
независимость системы Мл. и Пр < Пусть Чт 
& Яны +Яна Уны -*.. +, Ук = [© М. аеК . Подставляя 
/Т/, получим: 

© + Ям са) 9 +... + (ан + Ян Ста ) Уна + @ы Сы Чы + 

> ан + Ям Си) ба <... + (а, + Ся: Зь =0. 

Согласно предположению индукции, все коэйфициенты в этой линелной 
комбинации равны О. В частности, Ам С» =О „откуда Ям =0 . 
Но тогда и все а =О .. | | | 

Следствие Т. Если М содержит базис из И. элементов, то 
№ = см кя . 

Следствие 2. ал К“ = С ь 

Следствие 3. В конечномерном векторном пространстве всякую 
линейно независимую систему можно дополнить до базиса. 

Дадим теперь классийикацию конечноцерных векторных прост- 
ранств с точностью до изоморбизма. 

Лемна 6. Любое линейное отображение 4: У \М№ псоеводлт лие 
нейно зависимые системы векторов пространства АГ в линейно зеви- 
симые системы векторов пространства \ . Если { - изоморезм, 
то + переводит ли ейно независимые системы в линейно незёв:.0.— 
мые и базис - в базис. 

Теорема 2. Пусть М. и а векторные пространства над к, 
Если Ем и к Чек<® утби ее М = и. ‚ Обратно, еслз 
ки М = ст М} < ео то Ме=\м . | 

Доказательство. Первое утверждение следует из лемыы ©.длл 

дзать, что 


5% 


доказательства обратного утверждения достаточно пок 
к я 
\\ = к ‚ если оби \М=м . Выберем в вв базис У у... И 


к "+. 
и определим отображение ` < = \ формулой 
$(Сч, кк) = 35 =, -*,„ 9), /2/ 


Проверяется, что 4 - изоморфизм. 
на связи развитой выше теории с систе- 


Теперь мы остановимся . 
К задана система 


мами линейных уравнений. Пусть в пространстве 

: И и задан векто 

векторов @. = (946 ,..., 2) и пе = й ЗДЕ 2 р 

$ = ($ ГА ) . Рассмотрим задачу о представлении вектора 
хх ^,..., и 





-7- 


в виде линейной комбинации векторов Я,,..., Я, : у 
И | яз 
Уравнение /З/ равносильно следующей системе' линейных уравнений 


с неизвестными 2. ,..., 5. : 


‚ . . 2 с хз’ ев Г АЕ /&/ 
@н4 А 4... + @щ 4 = 8), | 


Очевидно, что любая система линейных уравнений может. быть получена 
таким способом. Система /4-/ совыестна, т.е. имеет решение, тогда и 
только тогда, когда 6 Е Ох а, |] ; эта система определенна, т.е. 
ее решение единственно, тогда и только тогда,. когда вектор Ф един- 
ственным образом выражается через @. ‚,..., Ч . Вели 6 = О, 20 
мы получаем так называемую: систему однородных уравнений, которая все- 
гда совместна, так как имеет нулевое решение СО а 

Теорема 3. Ви 4=И система уравнений /4/ является определен- 
ной тогда и только гда, когда столбцы коэффициентов при ее неизвест- 
ных образуют линейно независимую систему векторов в К". Если з>д, 
то система /4/ либо иесовместна, либо неопределенна /всегда неопреде- 
ленна, если 4. =,..= 6,=0/. р 

Доказательство. Заметим, что столбцы ‘из коэйфициентов при неиз- 
вестных - это векторы Я@4 ›*--› Я@к из уравнения /3/. Если З=^ 
и столбцы линейно независимы, то`в силу следствия 2 Я. ,..., Чи 
составляют базис в К“ . Значит, любой $ с к" единственным обрезом 
выражается через С ,..., Чи ‚ т. е. система уравнений определен- 
на. Обратное утверхдение следует из леммы 2. 

Если АУМ , о аа @, линейно зависимы в силу следствия 
2, и наше утверхдение снова следует из леммы 5. 

Базовем матрицей над полем к произвольную прямоугольную таб- 


лицу элементов поля к в 
Я: | _ ($) 
Сил ..’, Ск 
Коротко такую матрицу обозначают через (с) . Например, с састецой 


линейных уравнений /№/ обычно связывают матрицу системы (а‹;) ‚ со- 


стоящую из коэффициентов при неизвестных, и расши стс. 








енную и трицу 








темы, полученную из натрицы системы путем приписывания справа столб- 


ца свободных членов. Столбцы матрицы /5/ можно рассматривать кок век- 





И 
и 


с 


ся 





а 
Е 
В 
р 


Е 











к 3 = | в. 


торы пространства К ‚ а строки - как векторы пространств - <. 
го 


Элементы Сд,С2› ‚... образуют так называемую главную 


наль 
матрицы. 
ыы Пусть %,..., Ю» - базис пространства У и пусть С 7 
М. - некоторая система И векторов из М. тогда 
ре к 
— ме г. о | 
т м в Ею, /5/ 
© 24 


где с Е ру Матрица 





Си4 .. Сик 
называется матрицей п от базиса “Л ,..., Ук. К системе 
^^ те . 
Е ЗАТ №. - 


Лемма 7. Векторы \ ,‚..., М» составляют базис пространства 


\Г тогда и только тогда, когда столбцы матрицы ме — линейно 





независимы. . 

Цоказательство. Рассмот грим изоморфизм ф: к ^-> М, определенный р 
формулой /2/. Очевидно, (=) 51900 ре столбец матрицы С = По г 
этому наше утверждение следует из леммы ©. | то 

Предположим теперь, что 9” И — также базис В М ‚.То- 
гда произвольный ее \/ можно записать в виде и == ел и В 
виде 2 =.2.%; “у. . Сзязь между координатами 2 и. Е дается 
следующей теоремой. | 


Теорема 4., Имеем 
72% 








‹ = 2 С: х; (е=4,.., и), ИХ р 

р ь 

гле (су) - матрица перехода от базиса ‚+. + 17; к базису т 
А р] ое 9) И ® | 
Доказательство. Подставляя /6/ в выражение вектора > через Г. 

от ВО м, па 
и 

=2 8, 2 т . => 2.5) Я 


В мена следует и. | 








О 
$ 3. ЛИНЕИНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И МАТРИЦЫ 


м и и и. - конечномерные векторные пространства нед {< 


>. мт у 
Мы покажем сейчас Флинейние отображения М-— М можно задавать 
при помощи некоторых матриц. Для этого биксируем некоторый базис 

АЛ эВ м и базис мл,..... А В МЛ . Воли 1: /+М 


— линейное отображение, то имеем 
3 


+0“) = 2 а ЗАЛ. ны 
Матрица — | 
(дл ... Оли. 


Я „== Язи 


называется матрицей линейного отображения + В вв исах а. и. 
и д.,..., МД. Если \М=\м ‚ то второй базис ИД ++ 5 обич 
но берут совпадающим с первым. .латрица А; называется тогда мат- | 
рицей‘линейного преобразования + в базисе К зь.., ЧА  ‹ В этом Е 
случае число строк м„атрицы А+ равно чиёлу столбцов /такая матрица 
называется квадратной/., Е 

Покажем, что матрица А; полностью: определяет отображение +, 


Для этого вычислим координаты $ обра за $ (>) произвольного 








у 


вектора 5 = кл, су через координаты к вектора 35% . исполь- 
$ 24 
зуя линейность Е: 5 Нос 


Ш 





р древе нят хо 


"М 


&е 2, ук р 


24 


= 


Отсюда ясно, ит 


ч. = 204 ными ИИ 


сти формулы ии определяют 4 (<) , если известны 2 и матри- 
ца А+ . Без труда проверяется также, что для любой матрицы А 
над [< с 4 строками и И столбцами существует такое линейное 
отображение 5; ММ 5; ЧТО А. =А ‚ - достаточно задать + 
формулами /Т/. 

В частности, любое линейное отображение 1; К —> к“ опре- 
деляется формулами /Т/, где (уч, ча) = 4 (4... 5ы) и (20) иат- 
рица отображения { в стандартных базисах. 

Пусть Нь» (М, \Г) - множество всех линейных отображений \- 

М ‘и Мл (К) - множество всех матриц над К сз строками 
и ^ столбцами. мы показали, что соответ твие { => А; /при вик- 
сированных базисах в \М „и М сесть биективное отображение 


— ТО - 


множества Но (мм на Мл (К) . В частности, получаем` биективное 
отображение множества Еиа № всех линейных преобразований прост- 


ранства ^Г на множество М, (К)= Ми (К) ‘всех квадратных матриц по-' 


рядка И . 
Выясним теперь, как найти матрицу произведения двух линейных 
отображений, если известны матрицы сомножителей. Пусть заданы ли- 


нейные отображения 


| + 
И И 
го . 
9: 
и Пусть В У 5 \/ 9 ЛАГ выбраны базисы и у.о Я» у 15, уе о а 5 
мл, ‚.... М соответственно. Рассмотрим матрицы А+ = (а) ‚Аа=(е;) 
Аа. 254) В соответствующих базисах. Мы докажем ниже, что 
Се = > а бк ((=4,..8 ; }= 4, т). Иа 
К =4 ' 
Удобно дать следующее определение. Пусть А=(@“)е М), В=(85) 
Е Мин (К) . Произведением матриц А п В называется матрица С'= 
= АВ= (с) = М... (К) ‚ элементы которой вычисляются по формулам 


/2/. Тогда наше утверждение примет следующий вид. 


Теорема_Т. А 453 == А+ А. . 
Доказательство. Формулы Иа вытекают из следующего вычисления: 
и у Ч 


очи = $ (Ван) = Ач = 2.94 ве = 
= > (2 ан 64) м . | 


&29 к т4 
Теорема Т, в частности, применима к линейным преобразованиям, 


матрицы которых записаны в одном и том же базисе пространства, 


Обозначим через @-- Или просто © / тождественное преобра- 
зование пространства \\ . Очевидно, е-: линейно и его матрица в 


\ *2 
любом базисе совпадает с матрицей 


А о | | 
а Е М, (К), к- 9% У 


ы огл 


Матрица ЗА называется единичной матрицей порядка № . 
Лемма Т. Умножение матриц обладает следующими свойствами: 


Т/ ассоциативность: , 

2/ некоммутативность: вообще говор 
ратных матриц А, ВБ ЕМ, (к). 

'З3/ единичные матрицы играют’ роль единицы: 


для любой АЕ Ми (к). с 
Пусть АЕМ, (К). Матрица А = № (к) называется обратной к А ь 
если АА“=А‘'А=Е . Пусть уе ЕА\М - такое линейное преобразо- 


я, АВ- ВА даже пля квад- 


Е. А- АЕ, = А 

















еее: 











ЕЕ 


ние некоторого й -мерного пространства У д что А; =А ‚ Погда 


аэ4 =е, 


-4 
= Аз ‚где че ЁЕ»д М удовлетворяет условиям ие 
^^ = р . 
Эти условия означают, что а - обратное к С преобразование. 


- 


Матрица А называется обратимой, если для нее существует ‘обратная 


- 4 Е 
матрица А“. Мы видим, что обратиность матрицы & о. равносиль-. 


на тому, что + является автоморфизмом пространства ‚ Т.е, изо- 


морфизмом пространства Я на себя. Заметин, что можно было бы по- 
ставить вопрос об обратимости и для произвольных прямоугольных мат- 
риц, но, как показывает теорема 2.2, обратимая матрица обязана быть 
квадратной. | | 

Теорема 2. Квадратная матрица обратима тогда и только тогда, ` 
когда ее столбцы линейно независимы. р 

Доказательство. Пусть А= (а) е М, (К) и` пусть ЧЕ Е, СК”) 
— линейное преобразование, для которого ‘в стандартном базисе А,=А, 


; 


Тогда 4 записывается формулами /Т/, причем ик =4 . Очевидно, пре-: 


образование $ обратимо тогда.и только тогда, когда система линей- 
ных уравнений с неизвестными Ааа и свободными членами 

да ‚..., Чи › определяемая формулами /Т/, имеет единственное реше- 
ние для любых Чань фи . Но по теореме 2.3 последнее имеет ме- 
сто тогда и только тогда, когда столбцы матрицы А линеяно неза- 
висимы. | 

Примеры. Т. Согласно лемме 2.7, матрица перехода от одного 6а- 

зиса пространства к другому всегда обратима. Очевидно, обратная к 
ней матрица будет матрицей перехода от нового базиса к старому. 


2. Рассмотрим случай И =2. Из теоремы 2 следует, что матрица ! 


даа) 





} 


| 


р 


обратима тогда и только тогда, когда ое ЗЕ с . Решая соответствую- 
щую систему уравнений, ноахоцим, что в этом случае 
д > .6 
А” — ад -в < ©Я-8С , 
Е В йе | 
сё -@< &я-8С 


Из леммы Г.З следует, что ‘автонорбизмы произвольного векторно- 
го пространства составляют подгруппу СМ = АУ в группе всех 
обратимых преобразований множества \Г . из соответствия хежду ли- 
нейными преобразованиями и матрицами вытекает поэтому, что обратишые 
квадратные матрицы порядка № образуют группу относительно умноже- 
ния; эта группа обозначается через С, 9) . Единицей этой груп- 
пы является ЕЁ = ЕК . | 

ВЁ8едем теперь еще две операции над линейными отображениями` и 


НЕЕ еаЗЩЬ. 


| 








т Пия 


матрицами. Пусть У и \М- векторные пространства йад К ‚$, 
Е Ним №, се К. Положим | 


а ее 46) +960; СЕ) © - м 


Легко проверяется, что 5+9 и е +. —- линейные отображения. 
Далее, для матриц Д= (м) и „В = (8+) из М.и СКи сеК 
положим | 

А+В = (ау+6е;) ‚, с А= (сэ). 

Теорема 3. Если фиксировать в \ и МГ некоторые базисы, 
то ' А 5+9 = Аз чА, $ Ас =с А. 

Доказательство мы опускаем ввиду его простоты. 

Отметим также спедующие свойства введенных операций И/ны фор- 
мулируем их в случае матриц/: 

А Мл (к) - абелева группа по сложению и векторное прост- 
ранство относительно сложения и умножения на элементы ‘из К; 

2/ (А+В)С = АС+-ВС; 

3 2 (А+В) = РА+ЗВ, 

4/ с (АВ) = САЗВ = А(сВ) (се К), 

Множество ю. называется алгеброй над полем к ‚ если Юю. 
снабжено операциями сложения, умножения и умножения на элементы 
поля К ‚ причем 

Т/ [3. - кольцо относительно сложения и умножения; 

2/ г — векторное пространство относительно сложения и ум- 
ножения на элементы из к } | # 

З/ с (хч) = ©=«)ч ее (<) для любых 3, че чек = 

Из сказанного выше видно, что введенные нами операции пре- 
врацщают Ела М М, (К) в ассоциативные — не коммутативные/ 


алгебры с единицами над Гы | 
Заметим еще, что нулем векторного о тва [Ном м иг) 


является нулевое линейное отображение О (%) = для всех хе\У 
а нулем пространства Ма Ее зулевая матрица % ‚ все эле- 
менты которой равны 0. | 

Теперь мы рассмотрим подробнее векторное пространство т 


= Ног» (\к} Оно называется двойствениым к пространству М зе в 


его элементы = линейными формами на М + Шсты Удес Мы = 08-. 


зис в \ юав К в качестве базиса возьмем Х. Тогда любая 
я сь 
4е\ определяется матрицей А. = (а. а. ...@к} опричем если Х= 
\ : : у 
=> 3:9. ‚о то | 
4 и 


4 (5) = 2 а: (зе е М, | (3) 








ыы 
Не 
РВ 
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1 
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В \ и МГ новые базисы с матрицами перехода по отношению к стэз- 








—_ 13 - 


Скаляры Ч4,..., Ми называются координатами формы. р в. базисе. 






о] 





` . . а 3% ж <. #2 
А у И Определим координатные МЫ ‘с \/ фоомулой 
л7* (эс) = м. о в 5 а И 
ори 
Из /3/ следует, что 17% .... М ` = базис пространства У ой 





называется базисом, двойственным к \,..., Мк. 

Таким образом, для конечномерного пространства м имеем 
аи У У в в Ме\Ут ю Проведенное рассуждение не дает, 
однако, возможности построить естественный /т.е, не эависящий от 
выбора базиса/ изоморфизм между № и т : | 

, = трям 
мы построим теперь естественное линейное отображение М> \ ее 
являющееся изоморфизмом в конечномерном случае. Каждому Е \У по- | 
ставим в соответствие элемент 5 ит. заданный формулой 
5 (“). = 9 (=) . (ае М”), 
Легко видеть, что яе> 5 —- линейное отображение. Вели ^,..., Ол 
ее базис в, \ И л.> с (171) =О при в Г при се { . Поэтому 
хх ,.... И, - базис пространства М к двойственный к ии 2 0" | Е 
Поскольку отображение ж:-> 5 переводит базис в базис, оно явля- я 
ется из оморфизмом. | 
} гг” з: - 
В дальнейшем мы иногда будем отождествлять М с \ при по-#. 


^ 
мощи отображения > ->х ‹. Это отождествление дает возможность 





а 
рассматривать У как двойственное к М пространство, а 1 ,.-., И 


^ базис. 


—- как двойственный к ^/\,..., | 
Теперь мы сформулируем без доказательства правило, по которо-"- 
му изменяется матрица линейного отображения при переходе к новым 
базисам. &. м . 
Теорема _4.. Пусть 1; \\— м линейное отображение, А+- его 


матрица в некоторых базисах, выбранных в У и \М . Если выбрать 





рым базисам е и 72) соответственно, то ивтрица А; отображения 


4 в новых базисах будет иметь вид у 


^— 

А — 20 ы А № С ’ 
В частности, матрица линейново преобразования 4 „М изменя- 
ется по правилу А; = СТА. С, где в —- матрица перехода от 


старого базиса к новому. 





р 
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Е 
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8 4. ПОДПРОСТРАНСТВА 
Пусть Е, угу у - система векторов пространства У . Со- 

гласно лемме 2.Т, линейная оболочка \\/ = ана есть под- 

пространство в М ‹ Число адм МХ называется рангом системы 


5 54 и обозначается через 9 ‘Сх.,..., х5) * Конечность ран- 


19+ у 
га.и способ его вычисления вытекают из следующей теоремы. 
Теорема Т. < (хч,..,жз) равен числу векторов в любой закси- 
мальной линейно независимой поддсистеме системы ле 
Доказательство. Пусть бл». +, -х. = максимальная линенно 
независимая подсистема системы “л ‚...з 2х . Согласно лемые 2.\%, 
с ЕС ау) еб. Поэтому ц, +... ЖЕ - базис в 
баке хз). . В силу, следствия 2.Т от ей Со, Ее 
Следствие Т, “9 (4,..,76) =< тогда и только тогда, когда 
система ее линейно независима, о 
Рангом матрицы Ас м; (Юназывается ранг системы ее столб- 


цов, рассматриваемых как векторы из к ; он обозначается А] А» 





. 
41 
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В качестве первого приложения понятия ранга мы установим кри-? 


терий совместности системы линейных уравнений. Нам понадобится 


следующая очевидная ов 
| < ’. 
Лемма Т., Если АМ —- подпрёнство в \ , То ких М1 те фи, 
о 


причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда \\/ = М, 


/. Система линейных уравнений 


Теорема 2 _/Кронекер - Капелли 


совместна тогда и только тогда, когда ранг ее матрицы равен ран- 
гу расширенной матрицы. ы 
Доказательство. Рассуждение, проведенное на стр. 7, показы- 


что достаточно доказать следующее утверждение: 


вает, 
— векторы из некоторого пространства 


Пусть @д...., Чи» 6 
\/ симеем 4 ЕХ(@,..аи) тогда и только тогда, когда 
24 (24,..ак) = д (0н,.-, Я», <). | | 

Докажем последнее утверждение. Если В <5@.,... ан) то 
Рени ага = И @ыь 2%, 4) ‚ откуда следует равенство рангов. 


Обратно, если ранги равны, 
= бе. а, ме = Х (@,..,Яь). 

Важные примеры подпространств возникают при изучении линей- 
ных отображений. Ядром линейного отображения пу \\/ называ- 


ется ядро соответствующего гозомороизма аддитивных групп, т.е, 


иножество Мел -© = $" (©) : Как известно, ядро и образ гомомор- 


физма групи являются подгруппами. В нашем случае легко доказыва- 


ется 


то из леммы Т ясно, что м Сеь, Як 


: 
| 
} 
Н 


} 
| 
| 
| 
| 








Лемма 2. Ядро Кгх + и образ Зе линейного отобрежения 


‚Ш. \ — М/являются подпространствами в М и \\/ соответственно. Ё 
Число 9 {+ = о\м Ты+ называется рангом. линейного отображения“. 
{< ‚ а число деф = = оат Кг < - дефектом отображения + я | 
Лемма 3. Имеем 9 {= = — А, , где А+ — матрица отображения ой 
в произвольных базисах. ' Е { 
Доказательство. Пусть 74 ,..., и и) ,.... ИД = базисы т 
в \М и \МГ . Легко проверить, что Ти{= © (4(5.\ ее 
Значит, 94 {= 4 (@ь. -4(1.)) . Ютождествляя \М с К” при 
помощи изоморфизма, о базисом \\,..., о, видим, " 
что я (4(л),.., -ЕСх,)) совпадает с рангом системы столбцов матрицы з 
в наших базисах. 





Теорема .3. Для любого линейного отображ ‹ения т: АЛ МГ имеем |“ 
| фа 2 = ок М: 
Доказательство. Пусть он `- базис в Ке { . Соглас- 
но следствию 2.3, его можно дополнить до базиса “,..., М  прост- 1 
ранства \М . 1огда 1( А - базис в Чь 4 . Дейст- 
вительно, как видно из доказательства леммы 3, Ги {= х (4, ‚ $)=' 
т 59 а ЧА лое, если Г с (М) =0, то 
— Ск Г и поэтому > сц = Ре: о, ‚где. “4; Е. Значит, 
а 5х +2 семьи =0 ‚ откуда все Я; =0 и все но „ №8 до 
«ЕЪанного следует, что 9 ф=и-Е=и- деф +, 








С ВИ НЫ 


Следствие 2.Пустьк =л`ни \М = «Мм М Линейное отображение 1 . 

\/ > М/ является изомордизмом тогда и только тогда, когда <а-{=ю 
или когда 4 + =0 5 | й 

Следствие 3, Пусть 4: М = м — линейное отображение. Тогда в 

\М и \М можно выбрать такие базисы, что соответствующая мат- 





рица А; имеет вид РЯ 
; д. (©) 
а 
О 


р о 3 





еек. 


где ^ = 4 с. 
Доказательство. Из доказательства теоремы 3 легко слепует 





метет 


существование таких базисов 7 з-д Й МА... ‚ д прост- 
ранств Ми \ , что Кех = Х (У, и) Ты (м,.., «) и 
(5 )=м.:/ е=т,....< (И. эти базисы и являются искомыми. 
Перейдем теперь к заданию подпространств системами. однород- 
ных пинейных уравнений. Пусть \М - векторное пространство с фик- 
сированным базисом Му ,..., АЛ, ‚ и пусть задана система уравнений 


Бе 








- | 
оао и 
$ 








ое 

с матрицей А= (а:;} . Рассмотрим в \ множество \“ всех век-.. 
торов, координаты которых 5%) ,‚...,5„ в базисе 3) ,... 5, состав-е 
ляют решение системы /1/. Мы говорим, что \// определяется систе-* 


авнений Е 





Теорема 4. Множество МГ является подпространством в М о 
причем ом» М/= и- “аА з . Е ; 
„ Доказательство, Для любого 2 = = ер 5;Е\У положим ом а | 

= 2 ас . Очевидно, < а\Р" . опфеделим отображение с’. \/ > Ра 

формулой а (4х ,..., 5 (2)) - Ясно, что с‘ линейно и что МГ = Кеы. 
Из леммы 2 следует, что А/" = подпространство в м ‚ а по тео- " 
реме 3 дл \М = п-х4 $. Далее, Д совпадает с матрицей ый в. бази- и 
сах ау... 55, 5 1...) ‚и ПО лемме 3 94 = . 
Вычислим теперь си» \\ другим способом. Как ее. г! доказа- 
тельства теоремы 4, имеем \/ = {| Е (к =0 ‚ГА, АУ Иэтот спо- 
соб задания подпространства имеет то преимущество, что не требует 

выбора базиса/. на ® у & 

Теорема т Пусть с, анане и М = [&` Келы „ Тогда 
дак ПАГ = обо Ч — а былые. ый 
Доказательство. Пусть %д....о © - максимальная линейно не-:. 
зависимая подсистема в од ,..., = -„ Тогда “ес 5 (=+,..> ое ) 
/ с=т,....,^ /. Отсюда легко следует, что М =. ы белы: ‹«до- 
полним о5/4,....9 До базиса пространства № ‚ Отождествляя с [1 





с \/ , мы можем рассматривать полученный базис как двойственный г. 
ду^ НИ к некоторому базису Пл ,‚.... Уд пространства. № 
Поскольку ч. =“ / С =т,...,= И, имеем Ида и 
Значит, сим М=п-е . 

. Следствие 4. Ранг системы строк любой матрицы А с М; (к) 
совпадает с’ “а Де № | 

Доказательство. Рассмотрим систему однородных линейных урав- 
нений с матрицей А и определяемое ей о М/ с ` 
По теореме 4 ом М =п- ы А ›‚з из теоремы 4” следует, что а» \\/= 
= л-* ‚где < - ранг системы строк матрицы А . отсюда “= 
- 4 А 
Теортема_5. Пусть ды векторное пространство с фиксирован- 
ным базисом 47)... о Тогда всякое подпространство ме 








ны ЕТ оз тан 
к а С В А 












твики 


задается некоторой системой. однородных линейных уравнений, 
Доказательство. Выберем в У такой базис 2, о, ‚ЧТо 
АА/ = $ (5 а ®.) ‚ И ПУСТЬ 55. С - _ НобрлинетИ в этом _ 
базисе. Тогда \М/ определяется уравнениями Зи = -.. (= Ж=0 . Ис- 
пользуя теорему 2.4, нетрудно получить отсюда систему линейных 





ке 


однородных уравнений относительно координат в исходном базнсе, 
определяющую МГ ь 

Пусть "т —- векторное пространство над К 5 АГ — его под- 
пространство. Тогда в факторгруппе \. АЛ аддитивной группы У 
можно определить умножение на элементы из К по формуле: 

с («+ \) = ее +\М (се К, же\), 

Легко проверить, что МИ\ превращается тем самым в векторное 
пространство над " | К ; оно называется факторпространством прост- 
ранства \М по подпространству АА . Готественное отображение 


да | 
Че \/ 7 \/ М .’ переводящее с в с + М/ ‚›о является линейным. 


Справедлива следующая теорема о гоиомо 





физмах: если 50; МЧ 
— сюръективное линейное отображение, то МИ к. = мы „кроме 
того, отметим следующее утверждение, 
й Теорема _©. Пусть М - конечномерное векторное пространство, 
\\ - его подпространство. Тогда ом МИГ = оли: У еьй МХ, 
Доказательство. Рассмотрим линейное отображение “© У т У\ИМ. 
Как известно из алгебры, т’ = К . Затем применяем теорему 3. 
Заметим, чфТо смежные классы + М пространства \ по неко- 
торому подпространотву АГ называются часто плоскостями (или ли- 
нейными многообразиями/, параллельными М В случае \ = ЕЗ- 
зто обычные плоскости, прямые или точки. можно показать, что в ко- 
ординатах плоскости могут быть заданы системами линейных неодно- 
родных уравнений, но мы не будем на этом останавливаться. 
Пусть \/. — векторное пространство, м и ЗА — два его 


подпространства... Легко видеть, что множества 


№ М ыы зе 5. | 9-9 ее эс, © №, $ 


ыы 


ии = ее = 

являются подпространствами в \ $ они называются суммой и пере- 
сечением подпространств к и № соответственно. Говорят, что 
^Г и М образуют прямую сумму я сумму записывают в виде 
м в /, если ‘каждый элемент ЖЕ нЕ » представляется в виде 
2. = 9. + <. ‚где 5 М, 2 Е М единственным образом. 

Лемма 4, Сумма №. * \, является прямой тогда и только тогда, 


когда Мл ПА =40}, 


Доказательство: ®сли сумма прямая и хе \ п\, Я НЫ 


венности разложения ‘ясно, что 2=0 . ие. если к [ \ = {5} 
и если 49%, = = 94+ ле. ‚де = ТЭМ, то 
1-4, = 9» = 26 @ Ем а М , р : к ны 

а — 2 Пуств. У = \ . Тогда объединение базисов 





= 





ПФ Ь 


к: г 
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— 


подпространств и и \/, является базисом в у .В частности, вуз 
= ом М) + «м \/., | 

‘Определения сукмы, пересечения, а также прямой суммы подпро- ' 
странств переносятся на произвольные /дзже бесконечные/ семейства * 
подпространств;. очевидным образом обобщается лемма 5. Справедливо 
также некоторое обобщение леммы &4.. 

Имеется также так называемый "внешний" вариант понятия прямой . 
суммы. Пусть к. ‚м - два векторных поостранства над К $ введем ` 
в их прямом произведении №, х \ операции сложения и умножения на : 
элемент поля К следующим в | 

‘(х, ж;). + (ч4, Ч} = (+44, +) - бе уе М: се К) 

СС, Эа И (а сх, ) } ‚ . 
Легко проверить, что Получится векторное пространство над. К 
Оно называется прямой суммой /иногда прямым произведением/ прост- 
ранств АГ и № и обозначается А. |<) М $ : 

Два введенных выше понятия прямой суммы по существу равносиль- ` 
ны. А именно, если У = \, + м = СО У: — подпространства в\, . 
то соответствие (ле) в <. +5, есть изоморфизм пространства 
№, © км на М . Далее, если \М = В в \, `, то подмножества 
р 4 (х,0) | Е я \, = | [у суть подпространства в ро 
и М=м + \.. 


Е ааНЫС выше непосредственно обобщается на случай любого 


— 





аа д.7 





ое АЕ о 


конечного семейства векторных пространств \ и \. ‚ Прямая 


сумма такого семейства а - через \.® ... ® \ или 
К 
М .‚ Пишут’ также /"“= Ме... © \ . Например, К^= 
В мнИЕНыЫй 


д РА . лы 
=. Ске.ек. . Можно определить понятие прямой суммы и для 
бесконечный ‹ семейств векторных пространств. Например, рассмотрим 
счетное семейство ой ^ Ма ак Ух ‚... векторных пространств 


нод К . Прямая сумма @®)\), этого семейства определяется как \} 


Эбуеььз Сл ..’’® } 


зреет: 


множество всевозможных последовательностей 


где Жк е Ук и все 5, —,‚ кроме конечного числа, равны О; опера- 


ции в ЭТОМ множестве определяются покомпонентно. 


ал. 





ети алые тт 








—:. 


ие аак- 


|5 „Формы, легко получаем, что х (3, и 5(2 ы ее, 2 ЗУ в. = 








5 бы 


ы 
ь 

р 
й 
Е 
Г. 
№; 


$ 5. ПОЛИЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ. 


Определители естественно возникают при попытке обобщить тео- 
рию площадей и объемов на евклидовой плоскости или в пространстве 
на многомерный случай, ео мы начнем с понятия ориентированной. 
площади параллелограмма в. Е. Фиксируем на плоскости Е ° неко- 





торую ориентацию, т.е, положительное направление вращения вокруг 
точки, и обозначим через $(х,ч) обычную площадь параллелограмма, 


ЕЕ покет те ресет вели, 


натянутого на линейно независимые векторы х,у Е = . Для про- ' 
и. | о 

извольных х,чЕ =” положим — |. 
ь | 

5(х,4). эесли пара ‚у линейно независима и ‘положительно '» 
ориентирована, И 

(хи) = — $5,4) ‚ если пара Х,$ линейно независима и отрицательно|”. 
’’`. ориентирована, } 
О ‚ если пара хх, линейно зависима. 


При этом пара 5 называется положительно /стрицательно/ ориен- 


тированной, если направление кратчайшего вращения от Х ку 
ложительно /отрицательно/.. Функция © называется ориентирован-'' 
ной площадью параллелограмма. Из геометрических соображений без 
труда проверяется, что она обладает следующими свойствами: 

Т/ 6 (5 +х'; 4) = 9,4) +9 (х' 9) | 

2/ в (сжм) = ©<9 (4)! 

3/ 6 (4 <] = — 6(*,4); * 

3’/ 5 (х,х)' = 0 (уе Е*, се®), 
Из 3/ легко следует, что свойства: 1/ и у справедливы также и по 
отношению ко второму аргумё%у. Кроме того, нетрудно проверить, что 
3/ и 3// можно вывести ‘друг из друга, если справедливо свойство т/ 
по обоим аргументам. Функция ХС, 4) ‚где 2,4 Е" ‚ обладающая 
всеми перечисленными свойствами, называется знакопеременной били- 
нейной формой не, Е^ /в дальнейшем это понятие будет обобщено и 
несколько уточнено/. 5 

Теорема Т, „Пусть 74, ^ло = базис в. 2 ‚ 25 = 5%. +59 , > 
2 И + да . Тогда всякая энакопеременивя илинойная форма & 
на Е” имеет вид. * | 

у биу = © Сев - 24 


где сС= хи, я) ЕЁ. 


Доказательство. Пользуясь свойствами знакопеременной билиней- 





-х 
= = гу; $ (0,9) = ие у ИЯ} - 964 Гусоели = © че жыЯ), 
м Следствие Т. Предположим, что базис Ук положительно ори- * 

ентирован и определяет декартову систему координат. Тогда ориенти- ®. 














тек. 7 <. 


ной формой на \ называется любая функция у (вы Вы = 





= 120 - 
") 
| 
рованная площадь параллейограмма вычисляется по формуле 
Выражение х. > } : г ит : я и 
раз и -х, д называют определителем матрицы х. ч. 
‚ Е х 
и обозначают обычно “4 |, 








|. у 5 
Перейдем теперь к общим определениям. Пусть И некоторое 
векторное пространство над г. ыы а натуральное число. К-линей- = 


от 
векторов пространства у .о принимающая значения в поле К и 


—и 


обладающая следующими свойствами: | 
мб (94,:.., Же , ХУ 2 3.) Х (2%. К. \») ы Инь у» | Е 
г/ 5 Ко а, С, + ,.-- Че) = С $ ды х,...; СЕ ь 
для любого сет Е и любых <, че \ в 
’К-линейная форма Х называется симметрической, если для 
любых С+ | имеем 
3/ Х (*«, иьэ Е. бе Е) Ре “У (4, Е в РФ Рее, я Зы. 
и кососимметрической, если для. любых = имеем 


4/9 (94...) 9... р ве 
Форма называется знакопеременной, если для любых ( ы _ имеем 

2/. И (Се, -^ 2, ЕЯ Е "7? бы) —0 

В случае К ‘= Т пдлучаем линейные формы на \ ‚ Определен- 


ные в 8 3; они по определению считаются симметрическими, кососим- 
метрическими и знакопеременными. 2-линейные формы называются такке 
билинейными. | | 

Обозначим через У (\) множество всех < -линейных форм на | 
\/, а через м ПД (№), ©“ подыножества симметрических, 
кососимметрических и знакопеременных форм соответственно. шнохество, 
Я (М) легко превратить в векторное пространство над к бы 
делив сумму форм и произведение формы на скаляр так, как это обыч- 
но делается для функций. Тогда о (\) а. (М) и \ та Ре. 
подпространствами в ый (\) . Имсем Ей (М = ый (№) = д (№)=2 (№. 
Положим также по определению Фь(\)= ел о Е" (\) а 

Лемма Т. Имеем Е \) < РО а если сАех К=Ё2 , то т (а . 


е- о (№) „Воли же ‹ сАал К=2, то В (М) = 28. (\) 


Доказательство. Если ( знакопеременна, то для любых 2, г | 
имеем - | | К. 
6=х (2%... 264}. а аа |= 5 (254,3, ел х би) + 

и (А: 25 зе, ) -) 5с& Е у(>*,- о ‚Жир. х« ) + 7 
‘ е а = : ее . 
и (Хи ч, Ч Жы ‚= КС, ... 3, зат и ть я (5%,., 4,’ о и 


сли ‘косфсииметрична, то для любого се имеем 
| а ее о 
& (х.,., 25) и г х+.} 1 а ! ©. 2 к}, 
а в ) а . } 





жи а а 








зат - 


откуда м | «) =С . или соч КЯ ее отсюда следует, что 
ко ‚„-З к} о |. Последнее утверждение очевидно. Г. 
т. 2, а хе! Е «(М симметрична тогда и только тогда, ко- И 

гда для любой ЗЕ Ъ, |! 
х в В, | ва у (=4,.-, ЕЛ 


Форма Х кососимметрична тогда и только тогда, когда для любой 
4. 
ева 


вании 


| 


|9 (у ыы =, 6.) = (сжбм $) 4. ее ОЕ 


Доказательство Нео следует из резложения подстановок в про-^ 


изведение транснозиций.. . — 

| е ы } : } 
Пусть ТМ. виз. | — базис о м ‚ сли {Е ею (М 
то скаляры бе. к = (оц. | и. 4 = < А / называются, координа. _ 


тами формы х В денном о т векторы <; = ри. . 
Ее. (= 


Е ИЯ нее 1 и. Тогда’ { (жа Ва) = | 


= ра т 4 2 --- мя и 9: ых ) жом Е. 
с, > к у й г о р 

ук. а В . Ск ея и ОИ И ри 
таким образом, кобры ты полностью определяют форму { + Кроме е 


того, координаты могут ‘принимать произвольные значения, т.е. оор- 
мула /Т/ определяет К -линейную форму в для любых _ ка 


Определим ду" в т (\) формулой | | 
м | : 
т ' Ф о, 2) Эва) я бе ме. вок . Иа 
Лемма 3. Формы 7’ “к зе за / составляют базис в 


а (\) ‚ причем координаты формы Х суть координаты в этом ба- 


зисе. В частности, ом т (Г) = и, а | 


Изучим теперь более подробно ны формы. 





Лемма 4. Координаты С. ь знакопеременной формы Х об- {. 
. .. и ов : 
ладают следующими свойствами: : 
Сы оо. =.0 ‚ . @сли В т у для некоторых РВ} | 
С ные. № ” оса вое: би С. раз- ' 
а ЬСь) = (615) Сс... ) { › ,—^ 
личны и 56 т . 


Доказательство а гвенно вытекает из лемм ти = 


Следствие 2.`”Имеем я =0 ‚ если КА о 
из леммы & видио, что ей ненулевые координаты формы Е 


а 
ха к(/зыражаются через координаты а ‚где <... <, 


Пос Ние координаты о существенными оордиНатени фор- 
к! 


мы ‚ их будет ес = ЕГОСЮ! . Мы покажем ниже, что 


а (Ч) = )= С®, если оз хи. 


Определим теперь преобразование 


Аб пространства И (м) 


формулой 


(АМК) Се... хе) = 2) Х ИЕ ЭН) (хсе №) 8) 





АЕ ЕЕ, 








Поскойьку Мам (5” \) = ск $ ‚ получаем 


= ор. = 


т 
1 
4 
} 
| 
1 
} 
] 
| 


й 


Легко видеть, что зто преобразование линейно. Еам потребуется 


Лемма_5. `Имеем у | 
АСЕ дите = | бе 975, 





ке $ 
Доказательство, Идпользуя /2/, получаем для любых 55, ее ы 


Вы 
Е = 24") Оф со -- Кеы 5). 


{| 
Преобразование $н 5 розн в является биективным. Поэтому в 


пдУченной формуле мы'мажем заменить индекс суммирования 5 ‘на \ р. 


ево бота = бе жа = Жан < 
| 


$е5 


ны ы (дл) а < = > Сна) ©. ИХ 


( 
Е 5491 док ее 


Теорема_2. а еле Аб отображает Е (М на р Су. 
Доказательство, Покажем, что для любой ХЕХ» (Мформа Ау р 


знакоперемениа. Для простоты обозначений докажем, что (Ау } (№, ж»,. „жи 
т 
подгруппе Н=Де, (4 т. Члены правой части Формулы /3З/ разбивают- 


+ 


ся на пары, соответствующие смежным классам. Покажем, что при = ' 


если '\.= <. . Разобьем | Ок на различные смежные классы Н; по 


члены в каждой паре сокращаются. Очевидно, подстановкам 5 И 
(42)о5$ соответствуют ‘члены 
ана) увы о За Час 94, 
Иа ` ра 
(аж ) т (а) ›.., 5 №4 ›--› 5)» 
где т =$(0) , = ‘а ‚. Отсюда и следует наше утверждение. 


п искание еее *° 


ЕЕ 


— 


„Нусть теперь, уе Е (М. Согласно лемме 3, имеем \= 
=.2 Е 2 «9 Ч. а Используя лемыму 4, мы можем в этой формуле 


оставить только члены, отвечающие различным наборам ВЯ 


| 
, 


и записать ее в виде 


®- 2, > с Е | 5 ду”) ое 5) _ 


Зе сек $ №) ыы ме 
(5 5) м $(4) -*- 95 СЕ] 
= 2 бир ИИ 
Ро <.- < ЗЕ . 

Применяя лемму 5, получаем 
ы4 ,., к де оЕ 
д = Са, АНЯ А Си 
ча <... < ] од <.-< = 
. ] | _ | та 
Следствие 3. Боли! 1 <Език —, то формы АО (< =... <) 


а к. 
составляют базис в г А . В частности, ом Я в Ех 


Доказательство. к показано при доказательстве теоремы 2, 
любая ХЕ Ее в виде 
аи. ‚= 
Хх = м а ‚м. АУ ь ху И4/ 

: од <... «м | я 


ГА =. В [9 ь Е 
Остается показать, что фориы и" линейно независимы. Это 


а а а ла 2 ыы ск = авы Зы Бана о 


| 
р 
. 
4 
р 








м 
ей > 38 
‚.. чует из лецмыы @ и из того, что формы АСЕ дла: а 


паборов //<..<«оыь выражаются через попарно не перзсехо сьгеся 


поества торм дук . 
Расскотрим телерь знакопорененные И -линенные гормы ны Ю® = 
о #143 . =\ 
ном пространстве ое . Согласно следствию 3, ‚ол ео М аз. 
ры . х ри. 42.-Й 
„оогула /4/ приобретает вид Сна Аи р 
да.) Е ен 
(Ах ) а н — Ре ) и5а) о ни) р 
С эк Е . 


#8 о -» # с’ .. р 
г `очлен, сос№ляющий правую часть этой формулы, называется опреле- 


°тслем матрицы = (=) и обозначается - 


аенье А 


Е |... | Обь 


произвольно" квадратной матрицы порядка И над < со сголб- 
О С Очевидно, с _- функция от И векторов гро- 
оттуиства ры ‚ насющоя вид сы = А+ ея < Де е: чер = 
солидартный базис в к^ . Согласно теореме 2, о -знакопеременная 

А -линейная пункция. 

Пусть = (9%; —- пооизвольная, не обязательно квадратноя, 

‚: стрица над К . иипором порядка | матрицы хХ называе 
ппродолитель любой ес квадратной подматрицы порядка к ‚ о 
.:-2 ив элементов, илходящихся в некоторых #%& выделенных |< строкёх 

Е столбцах. Наиример, если у с Ане (К), то для любых «<... <= 
-:зцение 44+ а. о К ое. а столбцы иатрици 


Х ‚есть ее минор порядка № › стоящий в строках с номерсыи 
к А & 
вели Е Аа (К) ‚ то матрицей, 


в . 
ник Х , нозывастся матрица УМЕ М; «(Ю=(чи) где че =: 
194 сёХ - знакоперемениоя 


анспонированной по отноше- 





зеорема 3з_Ислонства определителя/. 


к -линейная бункция от столбцов матрицы Хе м, (К) : 
2/ ое ХТ = (6 Хх р 
3/ сё —-. знакоперемеиная и-линейная функция от строк мсо- 
в Ге ЕЕ 
4/ ачЕ = 14 ; вообще, 


т 
: 
1 


Хл Ха... и . 
® Та 7 = а Оби ЗИ (5) 


О о ео д 
З/У аля любих х ый и любого се к имеем 
4% О ео, ях, = саф (74,.., Жен), 
т ] 
9 





5 бра 


Доказательство. Свойство 1/ доказано выше. Свойство 2/ вытека- 
сг из леммы 5, а свойство 3З/ - из 2/. Свойство 4/ легко” вывод ятся 
з определения определителя. Свойство 5/ легко следует из ТИ, 
‚.з теоремы 3/ вытекает следующий способ вычисления опрелелите- 
‘: при помощи преобразований, указанных в свойстве 5/, а также 
‹. оестановок столбцов матрицы /см. свойство 1// приводим натрицу к 
‹реугольному виду, т.е. к виду, указаннему в формуле /5/, а затем 
‚рименяем эту формулу. | 
| Заметим также, что, как легко следует из одномерности прост- 
| рапства и. (Г) ‚ свойства 1/ и 4/ однозначно определяют опре- 
дслитель как пункцию от квадратной матрицы порядка о. 
| Перейдем теперь к понятию определителя линейного п соб 
д ния. Пусть 1: \/ -> МЛ — произвольное линейное отображение. Опреде- 


разова- 








8. плим отображение ук 1, (м) -&, ей формулой 
| _ о (9 _ 
к Леима_6. а 5 _ланейно, имеем (Го 1) = ое 
:] са ‚сли $ - изонорцизм, то и Нк - и причем ("9 = {т} ". 
1 (26) `— Пусть, в частности, [с Е,4 М и вонь 9 . Поскольку 
Ё = м мо (\)=4, СА есть умножение на некоторый скаляр се К „т. е. 
3 4к у = сх для всех ух, (м) ‚ Скаляр с называется опреде- 
И иителем преобразования 4 ‚ и обозначается ме + г = 
в _шеорсн а 4. имеем 4. = © А для произвольного базиса 
й 7 очи, роброанотва № 
И. Доказательство. Положим о а . Очевидно, 
| и ал. ) =А и ыы р = а ‚ Поэтому 
й 44$ - дач 4. (я, м.) = (К) (е,., 28 (ре А = А,. 
й: Феорена 0. меем 447 (459 }= —_ 4. СН оч с \) м 
4 ХУ = их. 4 / Хх, ем, и 
‘оказательство. Достаточно доказать первое из этих равенств. 
Фля любого Ген (м) писем (09 (0=9 (т (4) (а ‚ г) &. 
б другой де. (фо а)» (у) = А (- ы | 
Теорема 6. Преобразование 1е Бна М обратимо тогда и только 
^ тогда, когда о. 4 =о . Матрица ХЕМ, (К) о ПОР И"... 
только т когла ХО . При этом РВ = у", т 
эх" | 
Доказотельство, о доказать утверждение для матриц. | 
«ли Х обратина, то ХХ" = С. Приненяя теоремы 5 и 3, получим, 
что ых" 2% „. ОТАУДа сё Х =Ё О и Хх" «бы ху | : 
с обратно, пусть 4, Х =0 . Докажем, что столбцы матрицы ли- 


гино незайксимы, откуда по теореме Зав будет следовать. что 


обратима. сли столбцы линейно зависимы, то по лемме 2.2 один из 











25 - 


= 


`голбцов матрицы Хх о напри т Х, ‚ линезно выражается ч 


ерез 
^-1 | д ы 
ес а ст олбцы: 6) = 2. С% . Тогда сей Х = 4 (4: х. = 


= а (ча, и н.а, а. .} = 


Следствие 4. Столбцы квадратной матрицы Хх анынно независимы 
тогда и и только тогда, когда Хо = 0 ; 


в 7 — Лемма 9. Отображение м ни `реводит и (0%. на” Си) и. 
9 = Л (М ) В о. (\) > | | 


ро Следующей нашей целью является теорема о разложении по столбцу, 








которая сводит вычисление определителя матрицы к вычислению ее кино-. 
у | ров порядка на Т меньше порядка матрицы. Нам. потребуется 
Лемма `В. имеем | 


4 С За 
|) Ка ты 32а = 





ОЖ .. | о И 


о - Жнл 







. Хих ... ия 
онаониче новая Рассиотрии левую честь формулы /7/ как пункцию 
} у и. векторов 5 = (ем, 2 „Зак Е К р. Согласно теореме 3, б Е 
* вы Ре ы и (Е . Поэтому’ 9 (Чл, 9) И: | м ре ан | , 


М Хзи ... Хин Жнз... Жьи 
ч 


. Обозначим теперь через минор порядка п-1 матрицы Хе _ 
м, (К) ‚ полученпый вычеркиванием из этой натрицы {-йЙ строки и Е 
столбца. | | х 
теорема 7. для любого д имеем мо ы 20 “15. м ь у 
„ гоказ: Е Е Поскольку с; в хе; е; $ ей еф Х. = 
у —- И о (ж,. > г: УЗ В натрице со ее а 
вы Г ‹ем переставить столбцы и строки так, чтобы она ‘приобрела вид 
к ‘трицы из леммы 8, причем потребуется (-4 перестановок строк и 
ЧЕ 1% перест и столбцов. Используя теорему З и лемыму 8, полу- 
чим, ЧТо се (м... а = у“ Ме; . Отсюда следует утвержде 
пиз теоремы, | 
Примениы теперь определители к системам линейных уравнений и 
к задаче об обращении патрицы. 
Тео` 


ема 8. ь ‘сгсиа № ‘линейных уравнений с И неизвестными 








>. о; у = 6. В, 

= г 
пйвлястся опрецслси! он тогда и только тогда, когда А +0 ‚о где 
‘ А=(а;) —- иатрица системы. При этом решение "Зуев находится 








ио следующим бориулам Крамера: ©. = 2 х тие 





| с @ 1 на ря 
| < ое ав ` 

Яна вн о Я 

| 9 
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Доказательство. Сфооыулированный нами критерий определенности 


о 
ы 
я 
к 
+ 
* 
ря 
Е 
Ф) 
3 
мы 


со стемы непосредственно внтекает низ теоремы 2.3 и след 





топерь 4% А-0 . Подставии решение Зри т: системы в 
‚ту систему и том самым превратиы ее в систему равенств . Тогда 6бу- 
це иметь 6 о т Ч, ‚ пе за: столбцы матрицы А , В „= столе 
= ГРА ы 
боп свободиых членов. Поэтому й = 5 эс, я (ее Ч ЧЕ ААА, 
ь 4 —- + 
вЫ КУ да 9; = 9 ® Е ) 4 р 
ААА а 
> теорем 9. Пусть А < СЁ, (К) — обратимая матрица и пусть 
-А | р УМЕ . т 
д ыы ‚тогда 6. =“ ‚где М: — определенные выше ми- ! 
нори матрицы А . Таким о 
Аи... А м1 +) (. 
Г. ТЫ: ы 3 ремль р А: = (-0) М; з я 
Ра Ади а А ни , Г 


Цоказцтельство, Как мы знаем из 5 3, линейное преобразование 
^ 
пространства |< ‚ отвечающее матрице А , вырожается в координа- 
тлх пормулзии 


и: — За. ЕТ ((=4,...^} ? | А = (а;} /8/ 


-ы можем рассматривать /8/ как систему линейных уравнений с неиз- 
определсиную при любых значенниях свобод 


| 


постными а уе’ ЭС и ) 
ных членов Чате Чт * Решая эту систему по формулам Ирзыера из 






тсоремы 8, получим У: = РА р де | 
Чек р 
а: = ров д во Г | 
ка ь > За _.. @н и * 0 
: хогла Уно Чеорей @ инсем‘ @; = | М И . МЫ м образом, 
| | Ча = | 5 (4 Ма >, : ее г 
ПИ ЗБ *“бленс“: тие 5. Отображегия 4зё: СЕ(У) > к” А се, (к) > К 
. т ‘пирются гоиопороизмиии групи.» Ядро этих гономорфизмов < (№) = 
ь С Е = Де вым! = 4 и бЁ, (К) = | дем, (© | и А* =4}- нормальные под- 
у ^ группы в СЁ(У) = СЁ, (К) соответственно. 
ьные | 


В заключение этого п: араграйа МЫ изучим некоторые замечател 


операции умножения полил: тнейных бофрм. Ё 
Пусть < е2Ь И ме (У . Тогда определена форма хоре | 


вый ож 
яр) ее = ео В (зор+и›.- Р+9, . 
орма © 69 о пазызаостся тензориым И оизведением или. просто про- 


> и и ‚. Нсгко видеть, что тензорное уимно- 


47. ,.... МА - базис пространства У , то 








‚звелением/ боорм 
эзние вовоциативно, поли 








г о ‹ и а [о . р ь те 
д ЗИ а ОНИ, ие, 
< Ч 2 ы - [о 
пссчотрам теперь пространетро И ) = @% ми (\/) . определяя по 
к=о у я 
‚.уоитости‘’ тензорное произведение для любих двух элегеитов из (м) 
‘ы, очевидно, превратин ей (\/) “в пссоциативную алгебру над К . 


Ир: отом с @ = С“ лля сЕ К= (М), «Е 2). Поэтому ЧЕ К => (У) 


м < 


ссть едицица плгебры Я . Из /9/ и из лемиы::8 следует, что 
р НЙ — системи образующих -алгебры ьа (м) ‚ ролее того, 
Я (м) есть цзигобоо исконмутативиных многочленов от ба ея 


ток —. 
Положим "(У = Ф.8“ (м) Подпространство 2“ (М\М) < Х(\У/ ие яз- 
и 0 | 


‘истея, вообще говоря, подилгеброй. пы введем теперь в асы но- 
гую операцию узножения, относительно которой я” (М также станет 
ссоциативной алгоброй с единицей. Для этого мы рассмотрим линсниое 
отображение АЕ: (У) = 2“(\/) ‚ опредоляемое введенными выше от- 
обромепиями 444: 2, (\/) > гой. (м) . Согласно теореме 2, /64 
сиръективно /мы считаем, что А тождественно на Е (/)=К и на 
1. (\)=\У” /. | | 

Лемма 9, Ке^ АЯ —ссть идеал алгебры (у) ь 

Доказательство. достаточно показать, что А@+ («®ух)= 464 (Увы) =0 


= бок ЧЕ” к лос уе о (\) ‚ такой, что А6б+ О, 
г.р ЛЮбЫХ И озу Жи © имеем 
АЕ (увы (9, миа) = 2. ее сы 
4 зутита. о разбивается на 
ища Г. деи К / по подгрупие Е = АЕБ | 4(к-«) = 4} причем можно 


счетать, что @; (Ё+1) = Е ина Поэтому 


АС ыоямюн-= 2. 2 СУСС, Зы) 9 (2:} = 


1:4 5 СО: бы 


К.4л левых смежных классов Че ра 


=. о) Я ба аа 


Е: фе Зк у о. 


Е — (лем ар) © (хе 
= в (Уи ) < (98) (АХ) (2 асс) ежа) = 


ЧИ" НОРИЧНО показывается, что А+ (“в у)=0 ь 
Спредении в $“ (м) операцию умножения Л борыулой 
(М>) л АВ = Ле (ХВ) (“ве 2 (\)), ИВО 
5 леммы 9 сислует, что это определение корректно. Операция д 
плонвается внешиии упножсинем.Очевидно, внешнее умножение превраща- 
ы СУ в ассоцистивную алгебру © единицей, естественно изоморй- 
игр фэкторалгебре У. (И) и Кея АЕ. | е 
м аееие м” ‚ то А4а:=«хг , так что 
ел А = АЖ (=.-8... 8 54% ) 


изказательство ледим > показивает сокие, что 
> блум с я) 
о к = С бе) 54 хе) @ .. О Ве, 
>С \ы 
р \ знави 5 д .- вы 
в частности, дия любых мы, ре М пмеен слрЕ @К- Г . 


‹‚сюца следует, что р : 


о 





Используя ассоциативность, можно обобщить формулу /ТТИ следующим 

образом: | . 

Лемма ТО. Если хе и ль ве. ы и то «лв = ет рэ. 

и. Ава ( (\)= В, йе, ылы=0 . | 
И, еще, что в случае, когда ИмК=0 ‚ любая пориа 

56%), (№) может быть зописана в —. | 


| х = АД (5; 
Поэтому Формула /то/ прлобротаот вид 
| ея обе 
ил = т А (хер (ср (М), ро 20 


Пусть У о ‚. и базисом У) уе 9, < Чоаа 
ри Та 
в силу следствия 3 Формы А ду* ВЕ 0" ба, 5) 
составляют базис пространства Е (\) . Согласно /№/, имеех 


: > 
= о. ак м: 47“ дл... ^^ к 
< $ \<:. р я : А 
для любой КЕ но (У) . Таким образом, элементы %,..., © 


ь & 
составляют Е образующих алгебры и” ( \) С 
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8 ©. ЛЫнНгиНыв ПРЕОБРАЗОВАНЫ! 





Мы будем рассматривать конечпохерное векторное пространство 
\ над некоторым полем К „ зама бумее состоять в тож, оеобы 
для заданного линейного преобразования © @ БкЯ У нонти базис про- 
странства та $ а матрица Ах имела бы по возможности про- 
стой виц /смысл этого выражения уточняется нихе/. 

Подпространство ее называется инвариантним относитель- 
но 5, если © (5х) е \/ — дия любого хе \\Г = В инворкантном пое 
пространстве МАГ преобразование © индуцирует линенное преоорозс- 





вание, которое обозначается = МАХ 
сужением/ преобразования 5% на МГ . цроме того, ®“ индуцирует ли- 
‹’ о — о . МУ н%. 
нейное преобразование 0 @бакторпространства ‚ пелствуюнес 
ло формуле 
— _ Я (х\Г) = (+ М (хе М), 
Лемма Т. Лиапейные преобразования, оставляющие инвармоитни 
г \/ ме 
заданное подпространство МоУ ‚ составляют подалгебру Е,” СЙ 
в алгобре Ва . и вия он» о [У и ны © и 
МЕ 
ся гомоморбизмами алгебр Бла “(М 2 ВМ и ВЯ“) ЗЕЯ (им 
соответствеино. Е 
Ломыа 2.Пусть МТ = полпростраис ево в Е иквариантное вт- 
носительно © и пусть в \ выбран базис М ,..., ка 3 вакой, чо 
ь 2 АГ а = к т 
первые его Е векторов составляют базис . Гогда матриц: йа 
+ : Е ы аа 
нреобразо я о в блзисе М ,.... У, писот вид 


-- к п-& 


ие Аим — матрица преоброзовения © [ХА а 
Аа - матрица преобразования & в бизисе ее 


ше больмее упродение катрицы достиго 


рз ‹злогается в иполмую сумму инвирлантимх цой 
я 
М 11 















Лемиа_3З. Пусть М = м ЗА" . ге ‚№ - И 
гельно © . В о базисе прос тоноты | \; - 
нением базисов подпростринств МЛ 1 Е 

а ы А т 
ай О М 
о [\\/ 
эта лемна ‘легко обобщастей па случаи любого числа сл гого 
“ Фассиотриы теперь вопрос о сумествования 07 о - 






антных подиространств. ‘сли \ — такое подирост; 


И а.. 





ненулево/ вектор из.. МГ у Мо 
© (ах ыы 7, | р жи 
гле ЛЕК. Иен тор < МАГ 


улего ‚ Удовлетворяющий условср 
/Т/, называется ‘собот: военниы для преобразования % , а скаляр А 


называется собствеии РЕВ СОСО 





преобразования © , соствотст 





щим вектору 1” . очевидно, всякый собственный вектор натягио? 


© 
9 


одномерное инваризнтиое подпространство. 

’ Уравнсине В 110: но пореписать в виде (%-хе)(9]=0, т. 
ле Кол (а-е) по , кок лелует из теоремы 5.6, Как (м -№) 0 тогла и 
только тогда, когда, е% (2-е) =0О. сомы самым мы приходны к оас- 


[6% 


смотрению Функции; 
Ри (#\ = («-%е), 28 


аргумент которой ^@ и значения принадлежат полю [< . Латьо эвдеть 
Е 

что Р„ является ыногочленом от Е . денсзвительно, если выбрать 
, 


В \ базис, то по’жеореме 5.4 
> г с. ан Сао. .-. Сан 
м г -Е\ = - * 
Ра (4) = 9». Амде уд ей И а =\ = Од Чит в ба» | 
ей вл Иа м с. 
из определения определителя легко следует, что 


ри (+2) = (^^ с Ш 


„ожно показать, что коз ициеиты этого оногочлена пе зависят от 





: 


выбора базиса.В’ ‘частности, Зе = Ч Фа нозывастся следов 
линейного преобризования © . ыногочлен Рк ‚ определенный зуоргу- . 
ой. ДИ називается характеристическим иногочленомх преоброзования й 
< . Очевидно, мой Ра = = дж 9 «Но показанного выше следует : 
Теорема Т. о мент те К сесть собственное значение пьеобрЕ- | 
зования © тогда И’: ‘олько тогда, когда Рх = О . тие. когаа А 


является корнем харзкт сгеристического цногочленаь 





Следствие 1%». "Пусть поле |< олгеброическя замкнуто Инё 
К=С- поле коипяекецих чисел/. Гогца любое липейное проеобр.зсЕ”- 
ние ненулевого конечпомерного пространства. нац К облальет собоь- 
венным вектором.’ в. | р 

Пример тя ок ‘ноля пенствительных чисел КкК=В оО 
следствия 1 певерно. депствительно, поворот плоскости Е п" 
угол, не кратный — ‚ ис инсет соботвониих векторов. 

пусть ^© К и (А) =0 . Положиы 

же | & (>) = ^>$, 











подиространство 5 называется собс: да. полноовтвеныи .. 
вечзющим соботва иному вночёению А. Оно састонтомо всех 05 
| о 
векторов, отвечмио Х ‚ м нулевого вектора. Очевидно, м 4 
ры г. 
? 
.. 
ва 








о = 


вариантно относительно м — оо с НО 
1 


а 4. пусть А. каки Га 
преобразования % . тогда “. <. 





Ле: 





Доказательство. проведем зндучино но ® . При Кэт 
верна. Цусть она верна хля к спираоготое предлолоним, иво 
ПЕС: ВВ, О 
- МГ : 
ще эезе х, * Применяя ©, получим ь 
ОО св а = 0 
Умножая /З/ на к и вычитая из /%/, получим 


(М -ь «... + (к. -А иная =0. 


7 


Пе бт 5 9, ванне, ча 





Линейное и 5 пизилсаеоя 
существует базис, в котором иатроца Ач тпароцальна, т.е. кеа 
злементы, кроме элементов главной цаскопали, равны О. 


теорема 2, линегное преобриазовсие <  пратонализируеха 








— 
и только тогда, когда в \ рак О 
ров преобразования © аль когла \ = с в 5 Па р Е 





—- полный набор различных соботвениых синие 
при этом матрица те в базисе в 
ров имеет вид 


и | ,. 
об /. 


где Кс = собственное значение. отвечающее вектору о . 
-‹ 


ре 


Доказательство. первое утверидение и пормула /Э/ вомосреве 


венно следуют из о Согласно легие 4, \/ содвожие 1 
пространство М, <..+М О усли существует базис из собстзени 





ров,то ясно, что № = Я я из леммы 4.5 видно, что ве 
ратноеь 
Слелотвие 2. Если % диа в то многочлен 
ры (= (м-*). „(ик Е) 
те =. я тм . чи" А и 
разлагается но линейные ипожители ийд голо к 
‚ Пример_2.Рассмотрин линенное пре 
Мл 51 Л ре ^ 4 вы 
заданное магрицей А = од). 
ся на линейные нпохители, ино В 








венных векторов для ® . заким 
следствию 2, неверно. 

Тем не пенее сир вацлива 
м КООрНЯмЬ: си т: 


пеорема ©. лели р. ы о де 
: * 
, 
* 


И а всиных ег.” 


В силу предположения индукции, (№ Уи хе 2: сх Оке ао 


ВЕ 


—_- 








= 


то © диагонализируемо. 

Доказательство. Согласно лемие %№.2 дк (М). +... + 
= ек\ . Значит, МЕ М 4..4 М), ‚ и приненина теорема 2. 

Рассиотрин теперь вопрос о возпохиости приведения 
линейного преобразования к треугольному виду. 

Теорема 4+. для того, чтобы в ув существовал базис, в котором 
матрица Ал треугольна: ` | 


Ме я 
“” ды = (. в : /5/ 
= о А 


необходимо и достаточно, чтобы многочлен р» разлагалоя на лише. - 
ные множители над полем < При этом к - кории мпогочленй р, 
взятые столъко раз, каковы их кратности, 

доказательство. ьсли Ах инест вм /б/, то, кок слегрет из 

ара Ра (4) = (.-*)... (нк-%) . Обратное утверждение но- 
сложно показать при помощи индукции по размерности. вы. однлко, 
этого делать не будем, поскольку нихе будет доказано более точное 
утверждение. | 

Нам потребуется следующая алгесраическая конструкция. оусть 
Те < Г) —- нокоторий многочлеи и < Е `Ека \У . исли {= 
= С. «< 44... + с. +” › гле @е К , то положим 

$ = се +. + Сы ес”. 

Лемма 5. для любих { ‚9 Е [В п се К ямеем (39) був и 
4), (49) = 40 3(5) , © р) <) = с (+) . значе говоря, х^.т- 
ветствие ф-> 4) ость гохоморфизи злгебр <Г@- Ел \. 

Отметим также, что из лены 2 легко сиелует 

Лемма 6. Если \М' - снварнаитное относительно \Г подпрост- 
ранство, то о В 2-6 

Следствие 3. Исли Рд разлагчетси пел К на линейный п.07- 
тели, то,тем же стозством обледают ри, И Рау - 

ОИ Гапяльтона - изли/. : цеем` Ры (“) = 


Доказательство. ен проволем сго г предположений, что  Рх 





вором 








Ресорема 





разлагается ипд К на линсиние ипохители. прчхеним сндукцию 


^= км \ ‚ири и=4чоорема, очелодно, верна. пусть оиз 
из нажех' 





простраисчв размерности и-4  . согласно тоореме 4, 


1 РР 
1" У%7]: + “(>> хе оТвВоЧиИм о: 9 
предположения оИелоету что В у СУЩЕСТВУ С СООСТВенны вет 








отвечающий нокоторому собоственсосу значению Х „. Прыкеняя \А/ = 


=) лемму ©, аи бы  Ри= (^-) Ря . борлзено ею т 


р; разлагается на панейные впожители, Иынысн 
© -` А : 





/ МЕ . а м 
© пространства УМ иредноложе ‚ние инзуюцимь вяд. и.что 2. (416 


Далее, | фе 
ры (=) = (ле-я) ра (©, 





Рун 
= С = 


—— 


Из леммы 1 видно, что Ра (5%) = = ры ©. Зиачит, Ру р Е 
всех же\ . Отсюда пля лебого 2е и ом 


Рак (%) (ж) = (е-в0) Сры (69) = 


теперь. мы рассиотрим важный класс линецных преобразовтыи.., в 


1 


ы 


известном смысле противоположный классу диагопализируекых поесере 





зований. т преобразование «же ЕкяМ 





ным, если {= для нокоторого натурального м“. 

Теорема.6. ие щие свойства преобразования = Е Е»4 У эконо 
лентны: 

Т/ © нильпотентно; 

2/ существует такая последовательность подпространств 463 = 
=\%е\М С... < М, © Уд =\У , тие вы Ме =е, что (У \“ 

` х . 

й Е. - Т,.. =, и и 

3/ существует базис, в котором „етреца преобразовакия 


имеет вид’. 


ы =: ( .. ° км 
в. 0 
Доказательство, ПУСТЬ © нильпотентно и м = оснихальное ноту 


ральное чила для которого оМ=0 о. гсли © обратино, то ВЕ 
= “< =0 , что днет противоречие. Итак, 9 не обратимо. уоглосно 1 





следствию 4.. Ва У, = Ты ®(- собственное полпространство в \ > а: 
М = ‚ то рассвьотрим < [М ‚› которое по лезце я таке ноты ый 


потентно, и положим М/, = (№. } —. продоциая этот процесс, гн 
получим цепочку подпростраиств Ем РМ Э.© Мы= 48 


обладающую свойством оС (\/) & Ма / С щи бе. м-4 /- БОТаА 


между МТ. °подпростраиства так, чзобы получилась цепочка влозленоь 
друг в друга’ подпростр: анств с разностяиин розмерностее Т, ин, очо- 
видно, получим цеибчку, удовлетвориьщую условию НИ г, 2/ 


ви | 
2/ => З/. Виберем последовательно базис Уд уу 
ства \ так, чтобн У; = Х(%,.,9:) лия всех. СЕ Тиса. № 
видно, Аа будет иметь вид ИИ. 
З/ => А/. Очевидно. 
4./ =—1/, Приесиим ему т 
пусть снова ое ВЯ М, ЛЕ к 
корневым относительно ©, отвечноия 


для некоторого натурильнцого № . 


} 





корневых вокторов, отвечающих данному р 





ее г. 
@ молча 


хо › то можно вибрать наименьи: 


ро ДЕ ани. че о... 


оО а Ыб и ниаиння 


че кеенеск 





ыы 


(&-хе)” (*) =0 х НО НоНОх ЧО (име (5) собственный вектор, от- 
вечающий ^ . Таким образы, если “\^ =Аоу , то А = собетясниое 


значение и по тоореме Т р. (^ = . Смовидно, М & мА. 
о 
Демина 7. Подиножество (:%, АЕ подпространствох в \, 
щас 







пивариантным относительно [4 знеен х=р+ле ‚ где Р - наЛЬ- 


потентное преобразование. В подходящем базисе имеем 
Ань В я 3 | /5/ 
эК\^ О . 


Доказательство. пусть „ЧЕ м” Погла (© -№ УМ = (ы- Ае) С =о 
цля о. натуральных м, 8 . пели т>б > ШО воно, 9 
а -хе м (х+4) = = (&-%е /^ (х) (еле) (4) =0 . долее, &-№е)” (сх) =о 
для любого СЕК. Значит, У ре подиространство. 

Бели \Г^ 0 , то выберем в ном базис \...., Ук . Цусть 
и-хе)" Члх.) =О и пусть м = мох м горла лв а ВИЛСТЬ, 450 
(к -ле\М {х\ =0 для любого хе \М^ . значит ‚ «-№е) МА г: зьпотент- 
но. 10 теореме © в чо существует базис, в котором .. инеет выд 
/7/. шогда Ади = А &% АЕ иное в // 

лома 9. ПУСТЬ 3 — различные собственные зисчения 
преобразования & . зогда М^л о - прямая суныа, 

доказательство. Нокижем сначала, что \^ пу" = О , если А=,,. 
вели Мом = О. Во В \М^ найдется ненулевой корневой вектор от- 





# 


носительно дул ‚ отвечающий А ‚ а потому найдется и собствен-” 


< 


пый вектор с собственным значением / . 10 из леммы 7 видно, что 


это невозможное 





А теперь ленму ипдунцией ть О Зы ЕО 
>. $ 2 } 
з т ; м м Г 
где 3: © \М*"". исли (х- А. ее „20, то («->,е ух, + @- Зее Иные 
очевидно ‚(> - ^ е)^ р а Е что в силу предположения индукции” 

г ` -- ь 
(=-> в)” О, Пабы к ДЛЯ Те... Ё-4 - По докозаные я 


выше 2:=0 для в=1,....,К- „5 Ясно, чо и во 

ненулевые подпространства \М^ пазываютсл корневыми подпростн 
ранствами для линейного преобризованья <. | 

теорема 9. сли кариктеристическии. ниогочлен Ре разлагается 
над К на линейные нномители, то Г р.злагается в прямую суниу 
корневых подпространств относительно ©. 

Доказательство. пусть Х, во р — полный набор различных 
собственных значении о дзовииия Сы ЗО 


о =: © Сы). №)" 


где К. - натуральные числа. Рассиотрим пиогочлени ис = 


Ры 
(4-м: 
Х 4=т...., т /. Очезиино, оии Зварано просты в совокупности. 


поэтому существуют тание ЧЕ кга, что ‚29: ‹ =4. используя 
и о } у : 
лемыу 5, получием отсюда ©. = 34: ‘0 [(,Зипчит, произвольный, со е\ 
а О. 





представим в видео > о ва. 3 а е. (х«- -А: е)“ Е 
о“ ах в а зв м ты ха не © 


чз 9) ы 50, гс. МФ в О, № № 








сумма является прямон. 
Следствие 4. . пели Р» разлиглется но линейные ннохители н:л К 
то в п М существует базис, в котором 


© 0, 


Следствие 5$сли Ры разлагается на линейные нножители изд К, 
то и =р-+у ‚о где ‘у - диагонализ ги 8. и — нильпотеитное 
линейные преобразования, причем р | 

Доказательство. Пусть ©. = ы" се Тани ИЕ ФФраюно 
лемые 7, ©; = се „где р 
и у Е У бормулаии 


и 
тк — 


г. 


} 


О ‹. Определим преобрезовения Ь 


а ка и: 
Р (2) = р В: (х:) , У (3х:) = баке © бе? 
а Са4 
Ясно, что р“ =о ‚ гле К=мах (4,.., &} от.е. № нильпотентно, в 


\ диагонализируемо. Кроме того, Ве (№е) = (№е) ве откуда Легко 
следует, что ву = х Е | 

Заметим, что матрица вида /О/ на самом деле может быть пиг- 
ведено к еще более слециальнойн Итак нионзаемой жориановой мии 
ной/форме. зы не будем этим заниматьси. й 

теорема 7 и следствия из нее прууениыы, в частности, в случсе,й 
когда К - алгоебраически замкпутое поле /папример, К=С /. теля 
многочлен р„ ие разлагается НЕД К н.. лапойные иножители, те, хак 


известно из теории полей, существует копочн е засширсние В. а 


о 

К ‚ над которым такое разложение игест десто. шеорема 7 молот 
быть применена к продолжению ле {ного а © нло неко- 
торое векторное пространство У" нод [ , полученное из \М ше 
чомощи так называемого раснирсния поли сколяров. Чечас зучим 
это расширение в частимом случае КЕ ы = п 


Пусть и = проззвольное пекторное пространство изд Юр 2-. 
а с : 


` Г. . . _:. т = = ах 
смотрим пространство У®=\ и определи: в нем умножение н эеи- 
лексные числа следующим образоин: . 
т ы 
. х м ХХ № 2 
(&+6:) (>,ч) = (аж-9у, ачх 4 ) (а 8&В). 
Непосредственно проверлется, что в УФ \У. возникает структуле вел 


. ` о о ее г 
горного пространства пад © ; обозначим это пространство чер № 


ЕЕ ай 
Как обычно, прягые спогаемые в \У®\ отонцосьа 


подпрост ранствае : олово я ото отвих 





значим через У С Сус подпростронство вссх векторов такого 277. 
г а РЗ «т 
РА ааа бк га = — ой а 
вогда в (22,0) =: сх = (0,20) ‹ Чико обривом, \ = У ‹ ипРя 


иая сумма подпространств над 1 Де 





во и . И? ых — ь 
пусть Ж ах - (4 ‚ тле и, це \ .„ Положны = < -< 
легко проверить, что 


= = | < с) 
Е * 2. — 2. = =. р СЕ а 3 27Я сем 






/преобразования, обладающие таниии 
и = В. 
анти Ясно, что \ = о зе “| = 


Леницае 








ы ие 5 ТР > Е 
Э.бсякий базис прострийпства № нац, ® эвлястся’б: 
пространства МР над © . В частносме,. а = фто М. 

пусть теперь ое Е^Я М. спрецели: преобризовани 
Ге ыы Е 
роиства бормулон 
Е . а ` 
2 (25 +54) = = (а) +5 (9) в 
й с у и 


к г 
Легко проверить, что © ^- динерное прооброзование, причем М ==, 





о 


воли РЕ — матрица линейного преобризовлиия © в некоторой бсзтсе 
пространства \ $ О и А с в зо ме базисе /см. леипу $, 
совпадает с а . Поэтому Рис = Рх х зщеси оС} = о) Сем 
В качестве применения этих конструкции докижем следующую тес- 
рему. 
теорема @.Пусть © - лыне; пое чреобризовиние 





екторного простронетви У над В став \ 


керное или двуцерное подпростринесво, иньеризитное относатесьио 





доказательство. аногочлен = Ре < зизивот еоо ваше 
либо комплекеннН невецествепный корсиь ) „ = Педро случае м а 


реме Г в “Г существует одиомериое иизернантиое полпростронство 





в 


| и. у и ее 
2 случае ру: | по то: же теорсйе в У цествует сооственни 


У 


вехтор = ция преобразования об с соуесвопиыы значенсен 
из равенства «© (2) = = получат (ЕЕ ЛЕ . баки обе 
зом, & - собственных вектор в соботвенний значе 
1 и из того, что о слой оь 99 
зависимы: Пусть 2 = и-+еал ‚ гс и, ме 
=1 (им г +, поэтону ну 
и ам более м в . пнобкость ей Ч, ах) 
поскольку Хи) = (2,2) ви а С. ри вириднтна отзосстесваые. 
_а самом делс легко видеть, что 

© (и) = ии — 9%, 

© (\) = Уи ИУ, 
где А= + р „уе®, 














"ЧЫЫм ФОГаЫ 


а ре Е ы 
вии © 9 7 через (М обозначается пространство всех билиненцных 

г \ АЕ Рад - 

горм иа \ ‚ а чороз да (% и в (И- подпространства симнетроческих . 


Пусть ре векторное пространство над полем К в соответст 
Ч 


и злакопеременных борм соответственно. Ныеем сюръектлвное линелиое 
Е и > 
отображение А: 2. (У) > 2) Кроме того, определим линейное отоб- 
у р 5 ‚ РА). Ху) д > 
ражение юм“: 9, (у) я, формулой 
(Зум) (2,4) = (д) + АС) — (2 е\) 
Лемма Т.Шсли см Кф 2, то ний (м) = и. (у) + хх М 
Доказательство. Очевидно, для любой [р© (У) имеем [= 
Е бум + -: 4 6 ‚ Кроме тогох 32 (Ол (М) = 45. 
НЫ у 1! 
ПУСТЬ Анк Их = оззис пространства У . исли А Е 2,9 то 
координаты 8: = В(у. Л) формы $ образуют матрицу В= (6:1) ‚ кото-. 


рая называется матрицен эмы в безисе А зазее ТЬ, 





Квадратная матрица ВЕ (64) называется симчетрической, кобосим-.. 
метрической или знакоперсменной, если соответственно Вт = 13 , Вт .. 
В, В=-В ив =0/ (=1,5.., по/х Легко дохазывается 

Лемиа 2. Билинейная борма тогда и только тогда является сим- 
метрической, кососимметрической или знакопеременной, когда тем пе 


е 
свойством обладает ее матрица в некотором базиясе. 


Пусть ре Их (\) . Сопоставляя кажцому же \ линейную бору 
- $ ы > м - Раы 1 
а (4) = В (мч) на \ , получаем линейное отображение ие 


.» о в 
Аналогично определяется линейное отображение е: \> \ ‚которое 


В о ый ` к. * 
сопоставляет каждому хе \ линейную форму %» (9) Е ву, <) . Если 
” * 7 “ 
Б симметрична, то р= \ ж‚а если В кососимметрична, то е=-А. ь 
. РР ь Е Г у чт > м Ш г 
Подпространства Кл, тв Кл Л. и №, в =Юар называются соответ. 


] 
ственно левым и правым ядрами формы . Как ны сейчас увидим, 


и Мох еЗы ел, ‚ если \Г конечномерно. Число ео в = «бы У- 
и Сл, В называется рангом формы В . Согласно теореме 4.3, 








9 Р = Т‹ А ` :  . т 
Лемма 3. Число “9 р=*4 А = ч9р совпадает с рангом матрицы 


формы р в любом базисе. | , 
м хх 
Доказательство. Пусть В= (в.;) - матрица формы Ё в базисе 


гх о т а 
) ,.... Ми + Рассмотрим в \“ двойственный базис У,.... а 
А к. н 
Легко видеть, что в базисах ),..., У ИТМ 9+. \“ матрицы от- 


ображений ^ и © имеют вид: Ах = ВТж = В . используя след- 
ствие 4.4, получаем отсюда “9 а я В = <) м 
Форма В называется новырожденной, если. Юл, Ё=О. это свои- 


ство равносильно любому из следующих: «ов = ды М г ЖЕЖЫ, 





Вы 


. < Е 
Х — изоморйизм /мы предполагаем, что сим У < /, 
Лемма 4. При изменении базиса матрица В формы В заменяется 
Е роте ь ее 
‘матрицей В= С`ВС , где С.- матрица пёрехода от старого базиса 
к новому. | 
х ЕЕ и о 
Функция 4: \ > К называется квадратичной формой на пространст- 
ве \ ‚ если 9, (сх) = © (%) я т 
= 4, (х +4] 4 - (9) является билинейнойн формой на > 
_‚ЕЗ Е 
Пример Т, Пусть Ка р Е . Функция (х,ч\ = || (9 са у ‚ где 
Х - угол между векторами Х и у ‚ называется скалярным произведе- 
нием векторов > и . Как известно, это симметрическая билинеяная 


+ 


если функция 4(х,]= 


р к 


форма на Е Функция 4,(%) = [52| есть квадратичная форма на Е“ 
Действительно, согласно теореме косинусов имеем [+9 = [%1°-(9[`= 
= (т,9) ь 
Заметим, что билинейная форма @ , соответствующая квадратич- 
ной форме 4, ‚, всегда симметрична.Легко видеть также, что (хх) =] 
Пусть теперь В — любая билинейная форма. Тогда функция ©, (|= 





= (дж) — квадратичная форма. Действительно, 9, (сх) = 5х сх) = СВ) = | 
= 6246) бе) Далее, для любых 52, Ч с<\/ имеем 8} = Ч) уе) (9) т 
ь в (4) + Е) ‚т.е. 2 = Зум В . Можно доказать, что любая квад-н’ 


ратичная форма <, на Л получается таким способом из некоторой би- р 
линейной симметрической бормы р . Нам потребуется следующий, более ‚. 
точный вариант этого утверждения: ое Зй 
Лемма_5. Псли бал -2, то для. любой квадратичной формы , на \У ‚. 
существует единственная симметрическая билинейная форма В ‚ для 
которой (т) = в (хх) . | | 
Доказательство. Пусть 2 — сиыметрическая билинейная форма, со- 








‚ ответствующая квадратичной форме 9, . Положим в = < . Тогда |. 
ВС, х) = &/(х) . Пусть теперь В - любая симметрическая билинейная р 
форма, удовлетворяющая условию р саоеов И хе\ /. Приведен- №. 
ное выше вычисление показывает, что @”= билл Сы Ха „Таким образом, | 
ды Эр › ‘откуда МВ. д 
В дальнейшем мы всегда будем иметь в виду биективное соответ- , 
ствие между квадратичными и симыетрическими билинейными формами, ус- ь. 
тановленное в лемме 5. Заметим, что р определяется по квадратичной : 
форме ©, формулой хр) 
Е (2,4) = 4 (4(%+) -4) -902) (248). 
Пример Г приводит нас к следующему обобщению евклидовой гео 
метрии. Квадратичная форма $ на векторном пространстве \ над ©. 
называется положительно определенной, если 4 (х)>0 для всех 2-0, 
Евклидовым пространством называется пара (АХ, ‘,) ‚где 9, - положитель-„- 





Е 


но определенная квадратичная форма на У . Согласно лемме 5, фор- 
ме 4, отвечает синметри4&кая билинейная форма рР(%\=(ху}, которая 
называется скалярным произведением.Длиной вектора хе \/ называет- 
ся число. (х| = \еус =\/@х). Для любых ненулевых "Х,} Е\У опреде- 
ляется угох К между и 9 формулой 


ой 
ну = а 
г 15514 
То, что эта формула имеет смысл, следует из неравенства Коши = Бу-” 
няковского: (е,ч) = (их) (4:4) /равенство в нем имеет место то-. 


гда и только тогда, когда © ич коллинеарны/. 

Еще более общим является следующее определение. Ортогональ- 
ным пространством называется пара (№, в) ‚ где 9 - квадратичная 
форма в векторном пространстве \ над произвольным полем < Ё 
Если Ча 2, то по лемме 2 вместо 9, можно рассматривать соот- 
ветствующую симметрическую билинейную форму р ; мы будем писать 
(\,з,) — (УГ, в) . Векторы Х , уе называются ортогональными, ес- 
ли В (2,4) =0 . Заметим, что всякое подпространство \ в ортого- 
нальном пространстве (Г, а,) определяет ортогональное пространство 
(С, (м) = (м, вл) . В частности, подпространство евклидова 
пространства всегда евклидово. 

Базис векторного пространства \ ‚ снабженного симметричес- 
кой билинейной формой р ‚ называется ортогональным, если его 
векторы АЛ у...) попарно ортогональны, т.е. вел: =0 для 
=): + Это свойство равносильно тому,что матрица В формы В 













в нашем базисе диагональна, т.е. 


в (5%). 


или тому, что р в координатах в этом базисе записывается в виде 
6 (х,4) 2 2. а 4 =: + А. и д», 
При этом имеем 
17) т + = 4, = ‚ 
бека Ч = +. 44 
Теорема_Т. Если сфм К + 2, то в любом конечномерном ортого- 
нальном пространстве над К существует ортогональный базис. 


Доказательство. Проведем индукцию по иж № . Пусть для 


пространств размерности №-4 теорема доказана и пусть ва \М=л 
и обозначим через + 


„Возьмем произвольный базис ^?, уе Ми В \ | 
В=(&:) матрицу формы В в этом базисе. Можно считать, что |. 
20, ибо в противном случае наш базис ортогонален. Покажем, что ‚. 
надлежащим изменением базиса можно добиться того, чтобы Ян+0. } 


Если @\ 0 для некоторого  , то достаточио переставить век- 
то определим новый базис фор- 


Е Ре ВИ р НЙ 





в ЗЕЬЫ 


ритм 





торы базиса. Если же все бе = 0: 


ао о ное о ооовиелне 


пел сочи = 


Я 


‘матрица билинейной формы В в базисе 9% ,...5И › то матрица м! 





О: = 


мулами: \/ ту, +\ ом: =У.: для с >Т. Тогда В (м) =26,, . Мы мох 
считать, что 4.) +0 ‚и тогда В (м ми) 0 . 
Предположим теперь, что 6@м„ =Ё0 . Определим новый базис фор- 


мулами 
\ 


“а = Ул, И Е О ес ОО 
и подберем С: так, чтобы в (м м:)=о для > Т. Очевидно, доста- 
\ 4С их 
‚ точно положить С:= -— 3. . Рассмотрим тейфь подпространство \/= 


= из, да) . Согласно предполоя жению индукции, в \м/ существует 
«> Е | — — 
ортогональный базис \/, ‚...у Я . Тогда ясно, что ММ у.е Ми 
—- ортогональный базис пространства У 
Приведенное доказательство дает на самом деле алгоритм, позволя- 


ющий по произвольному базису пространства \/ построить ортогональный . 


базис /алгоритм Лагранка/. Отметим, что на координатном языке этот 
алгоритм выглядит следующим образом. Мы имеем 
р ^ 
— О 4. ы 
4 (=) = — а = бы а 2 
. Е, 1 : С ет 
исли В 0 , то сначала добиваемся того, чтобы 64 0 . Для этого 


достаточно перенумеровать координаты, если некоторый $44 40 —. Если 
же все 8% =0О , но в. О ,‚ то полагаем 5; = 9х ИЕ оу Е 
= Ч. +42 . Если #4. 20 ‚ то преобразуем форму $ следующим 
образом /точками обозначаются чдены, не содержащие \; /: 
Ч (х) = в Эт + о А =. иен СЕ 
о 
м 
и =3 г 
Если теперь положить ц, = яч +у. 5 бет: › не =5:/ с? Т/, то бу- 
дем иметь 


бо = внут + бы 


Тот же процесс применяем затем к борме С И т. 


Пример 2.В пространстве к” над полем к характеристики 2 не 
существует ортогонального базиса относительно формы 
4) = че +. 
Действительно, реет 
этому ее матрица знакопеременна в любом базисе. В ортогональном ба- 





форма (3 знакопеременна. По- 
1 


зисе она должна быть нулевой, что невозмодно. 
Мы укажем теперь другой метод построения о базиса, 
пригодный не во всех случаях. Он называется вигоритмом Якоби /а в 


итмом Грама = не. г 






случае евклидова пространства - алго 
Пусть В= (2) —- некоторая квадратная матрица над К . ииноры 


Д, = = 8:4, МЕ о «аа | РА а № 


421 4,2 2" 
называются гловыми минорами матрицы В о Заметим: что если В — 





нора А; - это матрица формы в [\. ‚ тще АГ. = м З 


В 


ана 


ее И 





о Ра 


Отметим также, что из леммы 4 вытекает 
Следствие Т. 4% = АВ. (С )". 
Теорема 2. Пусть а конечномерное пространство с билинейной 


С 


бормой Ь ‚ д,..... Л, = такой базис пространства ву ‚ что все 
угловые минофы матрицы В формы И в этом базисе Д;:-=ЁЕО /т.е, 
В \: невырождена для всех (=Г,....й /, Тогда в \/ существует 


базис 97Л,..., М, ›‚ в котором матрица пормы Е имеет вид 


6 
= `Д2 
Ь = м 
А» А № 
ы В» = “ 
а матрица перехода к этому базису имеет ви; с = ь “= 
й 


Доказательство. Проведем индукцию по об \ „ Нуспь теорена 
доказана для ск == и пусть > МЕК . Применим предположение 
индукции к форме Р | С АГ = ТЕ . Пусть О еее, = 5 
кой базис в \/ , что выполнены все наши условия, и пусть 
| ати = МЛ + мт. + ба, 
Очевидно, мл...» - базис в \“ ‚ матрица перехода к которому ® ый 


т^ 


имеет нужный нам вид. Подберем С; так, чтобы ил был ортогонален к 


` 








п ] Ато В (М, м) т. 
МАЛ +5 АЛ, * Для этого достаточно положить С: = — т -, : 
А ы му, М =. 
что возможно, поскольку В(м:,м;) = +0. В полученном ортогональном .„ ! 
ь ь- 2 } 
базисе матрица формы 6 имеет ви | 
5. | т 
т 1 Аз ©) . и 
= о Е 
0 5 А з 
Ал- ^> .: 
—. < | им т 2 р 42 
Отсюда 4 В =. * о силу следствия Т % В в ‚ © с) я 
и 
— .Значит = А» р 
А, ь йе Дь- 


Слецствие 2. Квадратичная форма ч@)=5@л) в конечномерном 
пространстве Г ад В положительно определена тогда и только р 
тогда, когда в некотором базисе все угловые миноры матрицы формы я 

6 положительны. 

Доказательство, Пусть все Д:>0 . По теореме 2 существует те 

ортогональный базис, в котором 4, ео в виде | 
а/(х) = А ч\+ о Чу + 2 чи. й 
Поскольку все коэффициенты положительны, 9, положительно определе- Св 


на. 
Обратно, пусть 9, положительно определена. По теореме Т суще- 
ствует базис, в котором Ч, имеет вид 
а о [№ , а Е 0 | = 
: у (с) = 6. У + 2. 4 -... т 9. Чи. ' Ч... 





ИР 


из положительной определенности следует, что все 6.>5 . Следова- 
тельно, в этом базисе &В= 8... в Ро ‚ Следствие Т показывает, 
что на самом деле с(=Ё6>0 в любом базисе. Итак, мы доказали, что 
Пе О . Но для любого с форма 4, [М также положительно опре- 
делена, откуда следует, что О: 

Пусть снова У 8) — ортогональное поостранство над полеы К 
характеристики -Ё2. По теореме Т в г существует базис \,...,\' 
в котором ы 
09“) = 2 а о. й 
, а о 82 Е, 
где 4 = Се К ны будем всегда упорядочивать ортогональный ба- 


} 


зис таким образом, чтобы вначале шли ненулевые, а затем - нулевые 


коэббициенты & . Очевидно, число  ненулевых коэфоициентов 


[$ 
5% хх 


совпадает с «96 за Ко, = а, . Рассмотрим теперь 
вопрос об упрощении коэффициентов 6: в случаях К=Ф и ©... : 

Пусть КЕС . Базис АЛ у... я называется ортонормирован- 
ным, если он ортогонален и 4. = 4 (“е) В в 


— 


Пусть К=®@ . Ортогональный базис %.,....\Щ называется 
ортонормированным, если ой = = р Е” вр = ре =6. = -[ для неко- 
торого рт : . 

Теореиа_3.В конечномерном ортогональном пространстве над (С 
или [ПД всегда существует ортонорыированный базис. 

Доказательство. Пусть \М,..., 9. - такой ортогональный 
базис, что $: =4(и}-0 для 455“ , 9.(/)=0 для (>“ . Ортонорыирован“ | 
ный базис "Л, 3... Определяется формулами 


“т = м (4 <е=+х) ь ты № Ку (>9) р 


если КЕС . сли же К=Ё , то пусть 420 для 45=р и 6.50 
для р <<" . Тогда ортонормированный базис м“ .....М, определяет- |. 
ся формулами р. 
ее ИР (45 сет}, АГ, = %, (1 >) 


Е УГ . | ? ` у 
Если |<=С ‚, то в ортонормированном базисе матрица формы 


имеет вид в ` НИ 

о ‘$ 
а. 

й и " . 

Она определяется лишь числом *=19 Б -и поэтому определена однозначное. 


В случае же К=Ю матрица формы в ортонормированном базисе имеет 


вид а в и 1 
"ы : [© ч 1 
ЕЯ 7 ь .. 
6. 


`^ 
_ 


где р = =14 Б . Мы покажем сейчас, что и в этом случае матрица 

















эормы в а базисе определена однозначно. 


ие 


Теорема 4. В вещественном векторном пространстве матраца сии- 
метрической билинейяной формы в ортонормированнои базисе не зависит 
от выбора этого о 


Доказательство. Пусть \ ,...›0, И 9 ,....И, - Два ортонор- 
хированных базиса. Квадратичная форма Ч, ‚ отвечающая нашей билиней- 


Й 
ной форме, записывается в этих базисах следующим 5зом: 
чих) = 8 ея а Жр+! ^..- — ра р 
бу (<) = Ча =... ЧР _ Бич а Чаи 7 

При этом р+4= риа! = 54 В ‚ так что достаточно доказать, что РЯ. 
Рассмотрим подпроотралотнк И - #(“, =, М) и А = Умри, щи пока- 
жем, что АЛ, Ам =(0'. Если кем пм, , то 4%) = 2. то +Жв 20 
= че о 4, )=0 ИХ. =... =Яр=О ‚т.е. х=о + 
Таким и. содержит подпространс ство МГ. М7; размерности 
ораи-р” ; Откуда рек-р/ = К И р=р’ . Анзлогично доказывается, 
что Р’<р ъ 

Теорема 4 показывает, что с каждым конечномерным ортогонельным 
пространством над [2 можно связать пару чисел (Р. 4) атлет 
= В `, называемую сягнатурой пространства. Если форма В невыро- 
хдена, то вещественное ортогональное пространство называется поев- 
поевклидовым. В этом случае ра, = ‚с \Г . В частности, псевлоевкли- 
дово пространство сигнатуры (и›0) - это евклидово пространство. 

Чтобы придать полученным результатам более геометрическую бор- 
му, мы введем сейчас понятие изометричности двух ортогональных гро- 
странств, Пусть (УГяар) и (ага два ортогональных пространства 
над одним и тем же полем К . Линейное отображение 4: Пь" 
м, если (40) = а) для всех хе \/. Если 


сел КРИ в’ - соответствующие 4,9 симиетрические билинейные бориы, 


О 


называется изомет ически 








1 
тт 


то условие изометричности равносильно и. 


в ан, 24})= в и, х,ЧЕМ). 


Пространства т. а} и (и. а, называются изо метричными, если ий 
вует изометрический ее В торных прое транств р = м ъ 


ек 
Полученные выше результаты без тд перейформулируются следующих ©5-. 
разом. : 

Теорема 2. Пели К= © ила (К - любое элгебрлическия замкнутое . 
поле характеристики = 2}, то два конечномерных ортогональных по 
ранства нак К сгзометричны тогда и только т 


о 
наковые оанги и размерности. Два конечнохериых ортогональных 


х проет- 
ранства иад р изометричиы тогда и голько тогда, когда ицеют оди- 


> ту: п 
| 


нековые сигнат уры и размере востиь пвЕ псездоевклидовых простроанетва 


изометричны тогца и только тогда, когда имеют одинаковые сигнатуря,: 


так что по теореме 4.3 п 





2-4 


Иа 


а 


Теперь мы займемся обобщением полученных результатов ие 


‘произвольного поля К характеристики 4 2. Пусть ЕЖУ =. 
— ортогональное пространство над К . Вектор хе\М называется. 
изотропным, если Ч/(х) =0О. Пространство |: называется изотропины, 
если оно содержит ненулевые изотронные векторы, и анизотропини в 

м, Во. 


и 





противном случае. Пространство Е называется вполне изотропны 


ли все его векторы изотропны, т. е. если 4;=0 . Из леммы 5 следует, 





что в этом случае №=0. Пространство Е называется невырожденным, 
если невырохдена. | | Е 

Пример 8. Ортогональное пространство размерности и над В 
внизотропно тогда и только тогда, когда имеет сигнатуру (и, 0) или 
(ок) . Ортогональное пространство над (С з=изотропно тогда и 
только тогда, когда невырохдено и одномерно. | м | , 

Пусть \\/ - подпространство в \ . тогда множество а Бы 
| У = {хе | Вл =о У, 427 Ве 
является подпространством в “\ $; оно называется ортогональным да- 
полнением к \М в Е . Мы выясним сейчас, в каком случае м” 
действительно является дополнением к М. 

° Лецма 6. вели М ЕК=с°, то У# М +в том и только том слу- 

чае, когда М невырождено. Ёсли МГ и Е сневырождены, то и 
\\/-— невырождено им)“ = Г. Обратно, если М = да + М” 


- разложение в прямую сумму невырох енных ортогональных друг другу 





ь ь у и 7 — А 
подпространств, то М невырождено, \/ = \ и М=ЕМ : 
АГА, то МАМ 
Доказательство. Если =\/- \/—, то Мл =О , что и означа- 
ет невырожденность формы вм „ Обратно, если МГ. невырОждено, 


Е 
то \М/о \/-- =0 ‚ Оценим размерность подпространства \М/-. Для 
\ _ < > о 
этого рассмотрим линейное отображение м (М = М солостав- 


иен 





ляющее кажАЯу хе\У — форму 6. [м . Очевидно, \/^` = Кл Хи, 
дак И = М” = 4 МГ ‚ Знании, 

РИ С к РЕ ; Зи } 
обы\А/-- > н -вим М/ › откуда лил (м + ) >и и УЕМ-НИ- 


` «> ры иг - | < 2 
Если М =\-4\/7 —, то любой же \^, ортогональный к М о 


ортогонален ко всему \ , откуда ==0 ›„ если Е невырождено. 
Поскольку \/ =(м +) ‚ из соображений размерности ясно, что М = 
аб” о | | 
Если \ = Ми, ‚ М в \/” невырождены и ортогональны : 
друг другу, то любой 9 К^ь представим в виде хжуте › Где Е 
ЧЕМ р зе\". Очевидно, Ч = ж-зЕ М! — ‚ откуда ч=0 зи ана- { 


логично #=0 5 Так: что = о невырождено. Последнее утверждение 





о \ 


— 


= 


5 


вытекает из соображений размерности. а 





В 


Лемма 7. Пусть СГ, в) в) — невырожденное ортогонельное простран- 
ство и хе \{ - ненулевой изотропный вектор. Зайдетол такой хзотроп- 
ный вектор Ч с \, не коллинеарный < , что Е =4. 

Доказательство. В силу невырожденности найдется такой вектор 


г: \ ы А Е п 
НЕМ в 900 в(х, 2} +0. Можно выбрать 2 так, чтобы = . 
ту ” т? т и : “= } | ” И 
Тогда вектор ч т -Сах изотропен и 6 сх 4 -4 . Очевидно, © 
и не коллинеарныь 
Двумерное ортогональное простозиство (М, в) называется г:!- 


перболическим, если в\существует базис м ‚м, в ко 


тором матрица 
ы о 

‚формы р есть (а ы . Например, плоскость Д(е.ч) из леммы 7 
является гиперболической. Офтогональное пространство Е= (М, на- 


зывается гиперболическим, если Е тазлагается в ортогональную 
прямую сумму гиперболических плоскостей. Это значит, что обе М=2^ 
ив М существует такой базис “7 ,.... Ув. ЧТО матрица ‘формы Ё 
в нем имеет вид 


ыы 
0 
0 “од 


до 
Очевидно, гиперболическое пространство невырождено. 


„Лемма 8. Для двумерного ортогонального пространства Е = (4 


следующие условия эквивалентны: Е гилерболично; в \ существу- ^ 


ет базис 5, ‚ в котором матрица бормы Ь имеет вид ($ о 


Е изотроино и невырождено. 


Доказательство. Пусть 9, 5 - базис из опреде] я гипербо- 
о ) бы ИВ АЕ 
`лической плоскости. Тогда в базисе 7. = о ЖП + 8 
‘матрица формы имеет вид в. | „ Далее, если существует базис 


и — А. я р 
А дающий такую матрицу, то вектор 9+5,  изотропен, так*. 


— 


рь Е изотропно и не- 


© 


что @ изотропно и невырождено. Пусть еп 
вырождено. Тогда из леммы "7 следует, что ЕС гиперболично. 
Мы сформулируем теперь теорему, доказательство которой будет 
основной целью в оставшейся части этого параграфа. 
Теорема_6©. Любое жонечномерное невырохденное ортогональное 
пространство над полем Е характеристики 2 допускает ортого- 
нальное прямое разложение 


Е = 2. ЕЕ Ва, 


где в. — вполне изотропное, Е т в ‹ческое, а Еы — анизо- 


тропное подпространства. Любые два таких разложения мена 
друг в друга некоторой изометрией пространства |= на себя. 





О ы 


Разложение, о котором идет речь в теореме г называется теазло- 





жением Витта. 


Пример 4. Пусть Е= (Ув) — конечномерное ортогональное про- 
7,1 


странство над полем |< = © или ® и пусть 7 жену Я = его © 
тонормированный базис. Тогда разложение Витта можно построить сле- 


а 


дующим образом. Пусть КЕСи “= < Ь . тогда Г. ги. м я Е: 
= [ак В ‚ Е = 2 (5) если < него, Е,, =0, ели © но, В, 5 а 
и (р,4,) `- сигнатура формы ВЕР огда Е, = (ен 

рб э. Е, = (вн. ЕЕ @уы,. „5. а если Р74, ,‚, то а 
= Х (4-9 Ее Рам ти. 


Докажем теперь существование разложения Витта. Положим Е, = 


< 





Ш 


Кем В и обозначим через Е.) произвольное прямое дополнение к Е 


ть 
Е = во -+ Е. . Тогца 57 —- невырожденное подиространство. Пусть Е, 
— максимальное гиперболическое подпространство в Е. и пусть Ва 

--- его.ортогональное дополнение в Е, . По лемме © имеем Е, = Е, + Ба, 
причем в невырождено. Покажем, что Е анизотропно. воли м - 
ненулевой изотропный вектор в ЕЕ ‚ То по. левые: 7 В = найдет- 
ся гиперболическая плоскость ен $ ТоРла Е. -Н — гие 


перболическое подпространство в а ‚ что противоречит максималь- 
ности подпространства Е\| .„ 

Единственность разложения Витта будет выведена из следующей 
теоремы, называемой теоремой Витта. Е 

Георема 9. Пусть Е =(М, А) - конечномерное невырожденное орто- К 
гональное пространство над полем К характеристики {2 и пусть : 
М, \\М’ - два его изометричных подпространётва. Всякая изомет- 
рия «:\\/ -> М/’ продолжается до изометрии < пространства Е Ва 
себя. . 
- Доказательство. Мы рассмотрим сначала случай, когда М Ис 
\/’ / невырождено, и докажем теорему в этом случае индукцией по 
ок» М . Пусть сначала дм \М а т, М/ = о - & (у) ‚ где 
ч==). Имеем 4 (51 =9(4)=Ё о ‚ Векторы а. и х-у ‘ортогонельны 
/диагонали ромба/. Легко видеть, что по крайней мере один из них 
не изотропен. Пусть 2+ не изотрдпен. По лемме 6 имеем \= ке 
= 2+) + Н Ще Н= На" . Овен, ея 5. отражение в Н, ‘ 
легко видеть, что оно является изометрией. тогда -5`(х-4) = < -4, 
и 5 (2+4} =-х-9 ‚ откуца О ма . Значит, —&” продолжает << . 

Пусть теорема доказана для невырожденных подпространств раз- 
мерности м-4 и пусть сб’ ММ= им . Согласно теореме Т, имеем орто- 
гональное разложение. М = м М, ‚ где \М/ ‚, М» невырождены и 
кн“ \/. = Т. По предположению индукции существует такая изометрия 


в. \М-—\. , что Ь (ми = © (м . Тогда изометрия <) = 6’о <; \/ > (м) 











арены 


= 47 = 

тождественна на \/; . Согласно лемие 6, Мам, + МД огде У м - 
— невырожденное подпространство, причем \\/. ‚(и ‚ По до- 
казанному выше существует такая изометрия у; у. Г. 9 о 

у [м = хд . Если теперь продолжить у на все у ‚ считая его 
тождественным на А, и 20 р ох будет искомой изометрией, про- 
должающей ©. 

Теперь предположим, что м вырождено, и покажем, что < 
можно изометрически продолжить на некоторое подпространство, со- 
держащее МА и имеющее размерность сли \- 4 . Сделав копочное 
число таких продолжений, мы дойдем до невырожденного подпростран- 
ства, и теорема будет доказана. 

Пусть х «(мы ь) Эм АГ, 24 О. С помощью леммы 7 построим такой 
изотропный вектор ем ‚ не коллинеарный = - ЧТО Е 
Очевидно, у ег, так что МЛ) = М + +20) имеет размерность 
ом А-а. Рассмотрим линейную форму 4 = 5**@, на подпростран- 

стве \/” и продолжим ее произвольно /ио линейно/ на У $ то- 


гда (49) = Е (4,5) для Е и Поскольку В невырождена, соответ-: 





ствующее отображение АЗ ММУ сюръективно, т.е. существует такой ›- 
игЕ ‚ что ( = 6. ак же’, как в лемые“ 7, заменим теперь =” 
вектором ц'= 2’ - 96) а) . Легко видеть, что у’) =0 и что 

В (4, а (а) = В(у,х) ) (=е\м). о следует, что продолжение отобра- 








жения < на “\/) , равное т ие является изометрией. 
Следствие 3. Пусть А - два изометричные подпростран- 





ства ЕВРО еННОЕО ртогопальното пространства р Тогда МУ 

и = также изометричны. | 
Следствие #4. Любые два максимальных гип ерболических подпрост- ы 

ранства невырождениого ортогонального пространства М переводятся Е 





друг в друга некоторой изометрией пространства { 
Следствие 5. Любые два максимальных вполне изотропных подпро- |, 

странства невырождениого ортогонального пространства У переводят-|› 

ся друг в друга некоторой изометри ‚ей пространства уе . Г 


Размерность максимального вполне изотропного подпространст гра 
Из леммы 7 следует, 


‘ 


называется индексом Витта пространства ео . 
что индекс Визтта равен также половине размерности максимального ги- ‚ 


перболического подпроостранстваь 
Перейдем теперь к к а: единст  Вонности разложения 
[-  - произвольное разложе- > 


Витта из теоремы ©. Пусть ЕЕ О 
нис Витта, По лемме © ео, Ве вк * а ны 
11 ог т та ы АА р ат 
Долее, ясно, что и. р. ‚ откуда хр = 4 АЕ й. ортог и авео. 
таким образом, Е. определяется одпозначно. Шели есть другое\раз- = 
Пе = Е го любой 2<е Е. представляется в выде 





ложение , 














а ха 
‚ Определим теперь отображение = 


Х=жь + 5. огде же, ев, 
Е = Е , полагая % (4426) = +24 ‚где чЕЁ, ЕЕ ‚. Легк‹ 


видеть, что 0 - изометрия, тождествениая на (2, и пер еводящая 


<. 


к Е! . Отсюда видно. что ее очно ограничиться’ случаен 
невырожденного пространстве. Е Пуст ни о — разложение 
Зитта такого пространства, Тогда Е| - максимальное гиперболическо. 
подпространство. Действительно, если [4 —- — гипс рболичеокое 
подпространство, содержащее - ‚то Н= Е, -+(НаЕа) . ’Подпро- 
странство Нл Ба анизотропно и является ортогональным дополие- 
нисм в Н кот гипербомическому похпространству Е .. 3 то 
же время ясно, что в Н : ‘айдечся 1 гиперболическое подпространс 


м 


| о. к 
во [Н , такое, что ом Н\ = 4» Е, и что НМ; гиперболично. *По- 


Си о , | 

скольку = ни Н. изоыетричны, Ее и Наба изометримны 
а каче Аа. Е В ме 

в силу следствия 3, что ие свозможно“Зпачит, Вл АЕ и {= Сл 


Бсли теперь Е = Е + Е -' другое ризложение Витта, то в силу след- 
ствия 4 существует изометрия прострапотва | на себя, переводящая" 
Е в Ех По лемые 6 = ЕЁ ь В а так что. Еь.. пере" 
ходит при этом в Е. и. ие 
Если Е - ортогоиальное пространство, то все воет ческие: | 
отображения Е > Е,. образуют группу, обозначаемую ОЕ)... - 


ее называют /обычно в’невырожцщеипом случас/ 





оотогональной 


чальноя группа часто употребляет- 


пространства Г. Термин "ортого: 





А 
ы 
= 
= 


2. < я 
ся также по отношению к ортТтонзльной группе евклидова т В 1ст- 
ва. Ортогональная группа И -мерного евклидова пространства 9бо- 
значается через О (к) е Ортогональиая группа псоздоезклидова 


ао 


пространства сигизтурны (Р,4) называется псевдоортогональной 
группой сигнатуры (р,4.}. и обозначается 0 (Р.9) . В частности, ›_ 
0(®,0)=О(и) +. Группа 0(4,3) /Иили изокорфная ей ©, ь нази- 
вается группой Лоренца. | .. 

` Остановимся теперь коротко а билинейных. 
формах, теория которых оказывастся более простой, чем дЯя сибиетрихг. 
ческих форм. 

Теорема 8. Пусть 
у ы 


векторном простраистве/конечной размерности над произвольным по- 


2: 


8 - знакоперемениая билинейная фориа. В 
; у 


лем К ‚ Могда в \“ существует базис М ‚+... А ‚ в котором 


матрица формы имеет зид 
а =. . | т. 
01 о — 


ув. |. : 











В ь 


Еф ме аньи Ве арм в елец оли ВЕ, . 


РЕ 

При этом 9 р = Як и (к р = РЕ Пес ТЯ т 
‘’ Доказательство. Пусть я — произвольный базис в у 
и пусть (6.1) - матрица формы В в этом базисе, Мы можем считать, 


ЧТо бе +0 для некоторых Е . Переставляя векторы базиса, до- 


биваемся того, чтобы ИЕ . Умнохая ЛУ, на подходящий скеэляр, 
получим а = Т. Положим теперь г 
У = Хх ча бы ЕЗ дым) | 
где а’, @.ЕК находятся из условий › (91,97, ) = В Со Ва 
| / ‘ 
‚Очевидно, достаточно взять О = 44 ‚ %=-@а . Получили 


— 


новый базис Л ,7,, \ ‚.... У ›‚ В котором матрица бормы 
| 
‘имеет вид 





: ОЕ О а. © 
и р Ко РЕНО их + 
оо о 
| То же рассуждение можно применить к форме В [ ›, где р 
м: В 


=.) и к базису “Д,.... И пространства [ . повторяя 
этот процесс, мы придем, очевидно, к нукному результату. 
Замечание, Пусть ла - базис в ‚ двойственный к 
базису, построенному в теореме 8. Тогд 
в = 47“ ААА 4 57 д =... Г я рим ах 


аси с 


у 


Векторное пространство ре о снабх ное ‘знакопеременной били- 
ииллектическим 






нейной формой Ё ‚ часто называют с 
Так же, как для ортогональных прост ‚ранств ‚ определяются изом 
ческие преобразования симплектического пространства, Которые, оче- .. 
ыы видно; составляют группу. Если форма С певырохдена, то группа си 
`°изометрических преобразований сииплектического пространства раз- 
мерности 2^ называстся симплектической_ группой и обозначается 
через О Ра (К) /лз теоремы В Кледубт что с точностью до изо- 
морфизма симплектическая группа полностью определяется разиерно- 
стью невырожденного симплектического простр ранства и полем о 


й 





— д ———— 


ИИ НН АЕ и ТЫ речном ВЕБЕ 





$ 8. ЛИШНЬИНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ В №ОХЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
Мы будем расснатривать ИП -мерное евклидово пространство Е 
со скалярным произведением (,). Цаличие скалярного произведения 
позволяет выделить некоторые специальные классы линейных преобразо- 
ваний пространства Е .С одним из таких классов мы уже познакоми- 
‘лись в 8 7. Л именно, линейное преобразование о называется 


ортогональным /или изометрическии/, если (Че, ЕО) = (* и для любых 
* 
в. СЁ или, что равносильно, если и {+ '(х) › #15! м любых хСЕ, 


всли { ортогонально, то Ил{ = МВ так что | обратимо. Легко прове- 
рить, что ортогонольные ОИ составляют группу, В 
ь мы обозначили черсз 0 (®) . 


Важным примером евклидова пространства является пространство 
(РК | | ) 
В’, снабженное скалярным. произведением (‚4 = ое 
ья 


ро се: стандартным К- 








“7 


мерным евклидовым пространством. Как мы видели в $ 7, всякое К - 
мерное евклидово пространство изометрично: стандартному. 


Пусть СЕ ем (№). Ма рима в называется ортогонзльной, если 


а) Ч = (уф ‚) . Оно называется 


ее столбцы составляют. ортонормированный базис стандартного простран- 
к 
ства Е ‚ Тъез ‘воли а И 
| к а вс. 
‚2 С Ск} { | т. мы 
о ] в =) и 
Лемма Т. Пусть ‘рева и 1, ,.... Пк - ортонормированный ба- 


Е | 
ис пространства 5 Преобразование  ортогонально тогда и толь- 





ко Тогда, когда его матрица Ас в. данном; ‚базисе ортогональна. к 
Доказательство. получается непосредственной проверкой, в" 


| 
Лемма 2. Ортогональность матрицы о равносильна любому из сле 





дующих ее свойств: 


} 
1. 
и 
В 

/. 
} 


Те ЕО .& „ | 
авы | # 
3/ —. ы 


и Р 

1\/ Строки матрицы составляют ортонориированный базис В р 

Для ортогональной матрицы С имеем Нод © = ЗЕ 
Доказательство. Из определения умножения матриц не посредствеино 
видно, что ортогональность равносильна свойству Т/ и что Э/ <=> ИУ, 
Из Т/ следует, что с) 2%, т. 5% ия С = М, Значит, оуществхет 
С-“, откуда видио, что тие» 2/. Аналогично, 2/ 47 г 

Легко цоказывается также | 

Лемма 3. матрица перехода от ортонорйировинного базиса к некото-_ 
рому новому базису евклидови пространства ортогональна тогда ий только: 
тогда, когда новый базис токже оронорироныиы, 








о ШИ рии икон меиии ини т 


22 БТ в 


Пример Т. Непосредственно из определения легко следует, что ор- * 
тогональные матрицы порядка 2 имеют следующий вид: о , 
сх ф о  —ии т смф 5 ; . 

С = `ч у (Са 4) й № -- ря _ } (ие С=-4) гы 
Уф сы Зиф —с9Ф -- 


е 


Если (Сы т: 20 К матрица поворота плоскости ф ‚ Поли же 
4$ С = -1, то легко проверить, что Е. — матрица симметрии относи- 
тельно некоторой прямой. Отсюда и из леммы Т следует, что всякое ор- 
тогональное преобразование плоскости есть либо поворот, либо симиет-` 
рия относительно прямой. , - 
Теперь мы выясним строение ортогонального преобразования ^- 
мерного ‚евклидова пространства при любом № . Для этого понадобятся 
следующие леммы. | | 
| Лемма 4., Собственные значения ортогонального преобразования ;.. 
‘равны т. . Е 
Лемма_2. Если Мо Е: 5 подпространство, инвариантное относи- 
тельно ортогонального преобразования 1 › 5 \/— также инваризнтио 





отиосительно йе . : 





Доказательство. Отображение [[\М/ пространства’ \\/ в себя изо- ' 

метрично и потому обратимо. В Частности, - (А/) = \ °. Произвольный Е. 

р ) це М представим в виде 9 = (2) ‚ где зе\. Теперь цля проиэ- | 
вольного се М имеем (фе, ч) = Ч) =(х,з) =0 х Тоба Ко) М 

Теорема т. Если 1е0(®) , то в простраистве С существует та-, 

кой ортонормированный базис Эд,..., Чи ›‚ Что матрица А имеет вид! 

о 4. 


ре в р 
. р | я ь.- 58 ф — З«к 4 й . 


® |7 7% %5 >. 








где ф, не кратны Е | 
Доказательство. Провецем индукцию по © -„ пусть теорема доказана № 

для пространств размерности «и ‹„ Согласно теореме 6.8, в Е_ су- 

} ществует одномерное или двумерное инвариантное подпространство МХ. р. 
В силу леммы 7.6 Е= \М- м ‚ а по лемме 5 \/- также инваризвтно. 
Поскольку о М <, к М “применимо предположение индукции, т.е. Ё 

там существует базис ^^. ..... М4 ИЛИ АУ)... У. Соответственно, | 

в котором матрица Д.; ул имеет искомый вид. Выберем в м о ша. 
рованный базис х. или “лд,МА о. В первом случае по лемие 4+ Асы = Е 





= (+4) ‚ а во втором случае можно считать, что В \ нет собственных... 


р ое уу ра кт 
векторов. Тогда, в силу примера Т, Ам = (5 еифр те  ф ет 3 
Е \ 





ОАО ИИД ИВАНЕ НВ Е Пя 





НЕ ГИ: АЕАИЩЕ 





Е А п ееькаи ше пи” при Лтанне и сосков ГРЫ "Я в ни т. 
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_В базисе %\,..., » матрица А+ имеет, очевидно, искомый вид с 
точностью /в первом случае/ до перестановки клеток. 

Следствие Т. Всякое ортогональное преобразование трехмерного. 
евклидова пространства является либо поворотом вокруг некоторой оси, к 
либо поворотом вокруг оси с последующим отражением в плоскости, ор- 
тогональной к этой оси. 

Пусть теперь Е и Р два евклидовых пространства и пусть . 
1. С -> Е - некоторое линейное отображение. Чогда определено двойм 
ственное линейное отображение / см. /5.6Х/ 5”: Е" > 3” . с другой 
стороны, скалярные и а в Е х. "Е определяют естественные 
изоморфизмы АЕ В > Е” ЖАР 'Е>[” Кем. 8 7/. Поэтому возникает ли- э- 
нейное отображение {= ХЕ г °^-- , делающее коммутативиой следую- 
щую диаграмму: - 





^Е у У ^в 


Е ОАЖНЕ г называется сопряжениым к отображению 1 . Преобразо- . 
вание {т обладает следующим /полностью определяющим его/ свойством: 
(Ее =: Ку „ ее, чЕЕ). 

Действительно, отели) = ХЕ СИТ ©) = “ОЕ (%) = АЕ(4) (<) = 
—= (Ч > 2 (5). | | | вы 

Пример 2. Преобразование Те Ека Е ортогонально тогда и толь- } 
ко тогда, когда ‘= а 

'Непосредственно проверяется 

Лемма 6. В ортонормированных базисах ПрОСтрВНеТЯ Еж Р 
имеем А ие № АЕ : м | 

Лемма_'7. Имеем (+9) 94°, = (ст ‚ если 4 обратимо. 

Доказательство. Легко следует из леммы т з при Еатг. - М 

Линейное преобразование т евклидова пространства |= называ- : 
ется симметрическим /или самосопряженным/, если ТТ = 4 ‚ Из леммы 6 .. 
следует, что + симметрично тогда и только тогда, когда матрица Аг м 
симметрична в некотором ортонормироваином базисе пространства а 


Симметричность преобразования и по определению равносильна свой- и 


(Ух) = (4, 469) (уе Е) 


Мы изучим теперь строение симметрических преобразований, для чего Г. 











ству 





нам потребуется несколько лемм., | 

Лемма _8.Исли Е ЕкАЕ - симметрическое преобразование, то харак- | 
имеет над @ только действительные корни 
но. Иа — 





теристический многочлен Ра 


Показатецьство. Предположим, что наше утверждение невер 
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теоремы 6.3 и ее доказательства следует, что всякому пе действитея 


ьа 
р- 


= 


ному корню А= А многочлеиа НР соответствует инвариантная плос- 


кость (им) СЕ ‚ такая, что 
р(и) = ри 2 
(т) = Уи = ДУ. 
имеем (((и), /) = к (ил -9 (хх), (4, 45) = У(ч,ч) + р (и, ‚ откуда 
5 (ии И) =0. нь О ‚ отсюда следует, что и=\=0 
и мы ее к противоречию. 
Лемма 9. Ксли АИ ‚ то В Е, ь 
Доказательство. Шли ХЕ» ‚ {© Е: ‚нос ооо 
Е Е: 4) = к ( (#9) . Значит, (А-}) (= 
=0 и (^,4}=0 


Лемма ТО. Ёсли подпространство МЛС Е инвариантно относительно 


й 


симметрического преобразования д РА. \\/  инвариантно. 

| Теорема 2. Линейное преобразование себ Е является симцетри- 

ческим тогда и только тогда, когда существует ортонормированный ба- 

зис пространства Е. ‚ в котором а - пиаргональная матрица. 
Доказательство. Достаточность очевеио, поскольку диагональная 


матрица сииметрична. Докажем необходимость. Пусть ет все раз 


личные действительные корни многочлена У. ‚ ПОТ Е содержит ин- 


вариантное относительно ив подпростЬ анство \/ = с ве Имя: 
| 


КЕ+ 


лемму 6.4/. По лемые 7. ‚6 Вы \ и . сли М = Е › то О, 
В силу леммы ТО серое оанонно \Г- инвариантно относительно + . 
Применяя к Чм лемму 8, р что в \ существует вектор, 
собственный относительно М и, вначить, относительно + $ НО все 
‘собственные векторы преобразования _ и содержатся в ЛАГ, что приво- 
дит к противоречию. Итак, Е=\\ = ге Е}: « Выбрав теперь в каждом 

ЕТО ортонормированный базис и объедини эти базисы, мы получим, В 
силу леммы 9, орто онориированный базис из собственных векторов, в 
котором Ах будет диагональной матрицей. 

Теперь мы хотим вывести из теоремы 2 важное следствие, относя- 
щееся к симметрическим билинейным формам. для этого ыы установим 
`° важную связь, существующую в евклидовом пространстве между билиней- 
иными формами и линейными преобразованиями,» 

Пусть о Е => Е”-- изоморфизм, опре ‚пеляемый скалярным произведе- 
нием. Каждому линейпому а {с Бы Е * отвечает линейное 
отображение АЛэ т ЕЕ” - а Соответствие ф и* Хо 
ость, как легко видеть, изомороизм пространства и - на; НЕ ©” 
В то же время линейные отображения 
ном соответствии” с билинейными формами на = /см. 3 7/. Чакиы 


образом, мы получили сстественный изомороизм а ПН 


А 
А 


Е — = находятся в естествен- 


{ 
| 
{ 





п 


у 





еее тети твионннт 


к: 


кам 























Легко видеть, что билинейноя форма В ‚ соответствующая преоброзова- 
НИЮ {ЕЕ при этом изоморбизме, имеет вид 
В (2,9) = (4@;4) (>, че Е). 

Отсюда видно, что + симметрично тогда и только тогда, когда © 
симметрична. 

Лемма ТТ. В произвольном ортонориировонном базисе пространства 

Е матрица формы В имеет вид В= А: А Бели Г сим.етрично, 

то В=Ах ` 

Цоказательство, Псли’ А — наш 0 
В (7, ;) = (4 (т, ;) > |. 2 би } и} = & 

теорема 3. Для любой симиетрической биланойной формы 


6 
и 
г [2 Ва — = 
клидовом пространстве С существует ортопориированный в С фаз, 
ортогональный для Ё 4 
Доказательство. Пусть 4 = симнетрическое линейное преобризова- 
ние, соответствующее порме е при установленном выше изоморуизые. 


‚рованный базис, в котором Аф 


3: 1 


По теореме 2 существует ортопнорн 





диагональна. Но по лемме ТТ матрица фориы В=А; также дизгональ- 


на. , 
Заметим, что в базисе, построениом в теореме 3, давгонельные 
элементы матрицы В равны собствен значениям преобразования тк 
Симметрическое линейное аа нозывается по- 


ложательно определенным, если соот ие ат т о 





положительно определена, т.е. если (16, х } зо длягвоек сч@ эч 
Из теоремы 3 и последующего замечания вытекает, что {+ положительно 
определено тогда и только тогда, когда все сго собственные зизчения 
положительны. Мы докахем теперь теорему об извлечении квадратного 
‹ кория из положительно опредоленных поеобразований. | 
теорема 4. Пели $ —- положительно оиредсленное сииметрическое 
преобразование, то существует, и притом единственное, поло 
определенное симметри ‹ческое преобразование $ ›„ для которого й 
Доказательство. локожем сначала единствениость. Пусть ое, 


существующие в силу теоремы 2: 


Рассмотрим для 4+ и 9 разложения на собственные подпростраиства, 
ее < < ы й $ ` м Е 5 ь Е ы 
для Х: ЕТ. Вх се в а. 





| 
= = } АКИ м и. о бей 
чы хотим показать, что %=5 и что после пеоенумерации ^ 
и Е: = Е», . тогда р. будут определены одии ©, как полохитель- 
‘ о. 











ные квадратные корни из № ›‚ п преобразовроние будет од! зо 
определяться по 4 . Ясно, что если Жен. › то о й) хо и потоУ- 

2. и Е. ‚ В сану поломительности соб-' 
{= д’ › так что Е» о м у 





ственных значений различные С»; будут пон 
личных В ‚ откуда легко следует совпал 

















як 


ор 
| 
| 


и ; Ри ь Е | 
зеперь ясно, как ЦОКОЗать существование преобразования Я ° 


‚‚.спользуя указаппое выше собственное разложение для 4 ч ПОЛОЖИМ 
9 СИЕ бе а = ра МХ: ег, 
се 


ев. 
В заключение этого параграйа докахжем важную теорену о полярной 
разложении произвольного невырохденного преобразования евклидова 
пространства». у 
Теорема 5, Любое преобразозание {е СЕ (Е) единственным образом 
представляется в виде 4 = р ‘*, где М - ортогональное, а р - 
положительно опроделенное симметрическое преобразования. 
Доказательство. Заметим сначала, что если фЕСКЕ) ‚ то 271 
- положительно определениое симметрическое преобразование. Действи- 
тельно, его симметричность сразу следует из леммы 7. Далее, для любо-:‘ 
‚ то хеЁЕ имеем. (тен ра (4, [(х}) 2 . сли же (фе, х) =0, 
7 то (69: би =0 в силу обратимости а азования с. 
Теперь докажем единственность полярного разложения. Пусть {= 





= 


ИР › где и о ар ЕН и р опре- 
делено. Тогда по лемые 7 [т = гит =ри" и [Т4 = ри" и а" 
из теоремы 4 следует, что р оон определяется по а мк 0% 
значит, ‘по Г. Преобразование” "Ц = фр” также определено однозчачно. |. 

Докажем существование. Применяя теорему 4+ к ТЕ ‚ мы можем 
построить такое симиетрическов" положительно определенное преобразова- 
ние р у что р’ = {1 * Положим и= р! $. Тогда А 
откуда и = афтур=е а Значит, и ортогонально /см. лемму 2/ 
и + = “р . в 

Заметим без доказательства, что теорему 2 можно. обобщить и на 
необратимые преобразования т ..При этом р надо выбирать симметри- 

_ческим и неотрицательным /т.е. (рых) жо для всех ЗЕСЕ. Иа 
‚определено однозначно, но для м единственность уже не имеет места. 
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| 
| 

















= Обе 


8 9. ЭРИИТОВЫ ФОРМЫ 


< = | 
Пусть у — векторное пространство над полем С. ы Е К 
ца М С если в (5 +. = 2 ; 


- @ (4) И $ (су = Е С @)для пе се. а ма о м 
формы и. векторное пространство над © ‚о которое мы обозиа- 


Ме те называется полулинеиной бормой 





чим через о 
Функция ре ч) на М ХУ называется полуторалине ной 





если Р — линейная форма по х и полулннейная форма по 9 . поли - 
торалинейные формы на \ образуют вскторное пространство (4, \; 
уе & 





Вы ^ 5’ ве +.) 
над (. .. Полуторалинейная форма Ё определяет линейное отобо: м: -. 
А: М зе +‘ ЛЕС ОА 
ние М > \ ‚ сопоставляющее каждому хе \“ полулиноиную горе 


ы (у) = Ре). Ядро и ранг отображения Л позываются ядром К. о 


и рангом о. формы в. Форма в называется новырожденнол, оли 





р мм 5 10. юби Кир = =0 или если А ицъектавно. 
Пусть Ал, ,..., М - базис простраиства М . зазьней полу = 


линойной формы р на \ в этом базисе называется матрица И - 
=: (6: ) р вв =. (в. и] . Имосм 
и 


м 


г.) = 26; 29, и 


а а 


И `л^ = а. м о У р Я А 
где = 255 й, Ч = 2.9; у ‚ Факим образом, ю полностью определне 
простренства и! 





форму Р ‚ Отображение > В есть изоморс 


на м, СС) ‚ Имеем 7] © =74 В . Справедлив аналог леммы 7.4: про из- “ 


> ре УЕ Ия 
менении базиса матрица В заменяется матрицей В в ее 


1 „2 
где = матрица перехода к новому базису. 
о а — ь называетсл эрмитовой, если 
Вх) т Е: е \), 
и косоэрмитовой, если | 
2 (-х | ( х 
В(4, <) = — 6%) 1 





а эрмитовых и ии форм на \ о Через Е 
Е но 
те ‚(фооотвототвеино. Легко видеть, . р „» И я —- веществ-:...-1 


О в [54 > причем зы = С, и 
УК 7 
ее (\/) ыы | (М) ви (№). 


Квадратная матрица Б изд С называется 
И В ` = | И о. 
вой/, если В"= 3 соответственно р _ В ИЯ т.е, если ее зи. 


ТЫ @ удовлетворяют условиям в; = 6: /соответственно + 


Используя формулу /1/, легко проверить, что вино 


эрмитовой Икосо?о: 





эрмитова /косоэрмитова/ тогда‘и только тогда, когда ев матрии: > 
некотором базисе — /косоэрмитова/. 
Обозначим через Ма комплексное векторное пространстго 








отит тиреоидит  бЬКВНЕЙ иечрро нь от лун лее три Ся ЗНА 


а т 


рассматриваемое как векторное пространство над В . Умножение ис 





в & 


есть линзйное преобразование Т@! =‹х пространства Мр ‚ Удовлетроря- 


:. 3 _ | о . 
ющее условию [^=-@© . Всякая полуторалинейная форма на \ 


является 


В Е С Г 
очевидна , билиненной формои на Ур с комплексными значениями. т.е, 


представляется в виде | 
В (жи) = а (х,4] +5 8%, }, 
где а, вс а, им 


г 


ра 


Лемма Т. Пусть а, а [ы О функция 3 , заданная формуло.. 


/2/, является полуторалинейной формой на У тогда и только 
гда 
© (Те, Гу} = а (у 


8 (х,ч) = ое. 1 Ту) 


тогда, ко- 


/з/ 
и 


Доказательство. Полуторалинейность функции в равносильна ра- 
венствам Вх) = Вау), о. Записывая их в явном виде, 


получаем 
а (Те,у) Ев (Те,я) И (%,4) -894 
в (=, Ги) че (т, Ту} = -са(, ты ИИ 
Складывая равенства /5/, получаем а( Га, у) таб, Г) ]=0‚ что равнослльно 
свойству /З/. Второе из равенств /5/ влечет за ВЯ /4/з Обратно, 
из /З/ и /4/ легко вывести /5/. | 
Следствие Т. ие и есть изоморйизм пространст-; 
ва [.(М на 1 аЕ Г М) | т. 11) = = @ о | : 
лента ой Полуторалинейная форма ь ‚ представленная в виде И 
эрмитова тогда и только тогда, когда А симметрична или когда < 1 
кососимметрична, И 
Непосредственно вытекает из определений. ь 
‘Пример Т.Пусть \ = С. . При известной перета комплекс- . 
7 ных чисел как векторов евклидовой плоскости имеем Ув = Е исгкой 


проверить, что эрмитова форма. в(>.4) м. представляется в виде 


В (>) а Ч) +6 (- во, В) 





а 19 


гце 6’ - ориентироваипая площадь Иена Бы зов Теа 
эрмитовой кведре -* 


Квадратичная ворма 4, на Мо называется 


б мира в 
ной формой на простраистве \, если Мое) г <, (>) (> В. 


Нопример, если 6 - эрмитова полуторалинеиная форма на \/ 


у. 
т, 


9 (<) = (о, х) - эрмитова квадратичная форма. Действительно, и5 


леммы 2 следует, ЧТО 4, (<) = а (5, х/-- квадратичная. форма на 
из леммы Г следует ее эрмитовость, 
Лемма 3. Для любой эрмитвой квадратичной формы г” на 
ществует такая ормитова полуторалинейная сорма В а 
Е причем |5 единственна, | | | 
Доказвтельство, Шоли 9(%)= В@,х), где В = эрмитова 











| 


а - 


то 9(х} =а(х д), Поскольку С симнетрична, из леммы 7.5 следу 





У 
С определена однозначно. В силу леммы Т гакже однозначио опре 
делена, Если теперь @ - произвольная эрмитова квадратичная порше 
то по лемме 7.5 существует единствепиая борма асе И для кото- 

формы следует, что 
&(Тх, 16): =а(л, у) ‚ Полагая м Ь видим из лени С а В 
что р. = & 466 —- искомая эрмитова полуторалинейная форма. 
Комплекеным евклидовым /или унитарным/ 

комплексное векторное пространство р ‚ снабженкое такой эрмитовой 
полуторалинейной формой (х,ч) . что соответствующая эрмитова квад- 
ратичная форма положительно определена, т. е. (еж) >20 для всех 


р 
ре 
< 
т; 

рф 


рой у (с) = а(т,х) . Из единственности этой 


пространством называется 





х 0 ›„ Форма (хи! называется скалярниым произведением, а число 





|| = \/Сх,х) - длиной вектора < . Имеем [С2[ = [<1 (<{ для любого 
И 
Примеры. 2. Стандартное ий. -мерное комплексное евклидово прост- 
ранство - пространство С” со скалярным произведением 
(5х, т ы РЗ } ИА 
у) = 3 уе. | 


9 Пространство всех комплекснозиачиых непрерывных функций 





отрезке (<, <] ео м: произведением 
(4,9) = — 4) О 6, 
Пусть В - произвольная эрмитова полуторалинейная форма в кохп- 


лексном векторном пространстве . Векторы <, называются 





гональными относительно р й если В (2, у) =0 . Базис ир остранства \у 
называется ортогональным. если все его вектофы попарно ортогональны, 
т. е. вони матрица В бормы Р В этом базисе диагональна, Базис на- 
зывается. ортонормировачним, а р ‚о если 
сб и 
о . й 
. 9 


Если АМ ..... Ук - ортонормированный базис, то в координатах в этом 





базисе б записывается в виде _ _. эй 
| В (5,4) С 354 Е Краг бра р Е — ЗР*4 Че, ь 
в) 


Легко видеть, что р) = 9 Рои Им б= нии 


см? 


Теорема Т, Для любой эрмл товой боры конечномерном комилексчок 
векторном пространстве т существует ортонормированный базис. Пиррин 
ца формы - Р в ортонормированном базисе не зависит от выбора этого 


базиса. 
Доказательство совершенно аналогично показательству соответст 





вующих утверждений для симметрических билинеиных форм в вещество: 





0 


векторном пространстве. 

Из теоремы Т следует, в частности, что в любом кснечномерноы 
комплексном евклидовом пространстве существует ортонормированный ба- 
зис. В таком базисе скалярное произведение имеет вид 

(98, и = 2. 2 де } 
где нев, У. Любое И-мерное комплексное евклидово пространство 
изоморфно стандартному простраиству ь" из примера 2. 

Теперь мы перейдем к изучению линейных преобразований в комп- 
лексном евклидовом пространстве. Будем считать для простоты, что оно 
конечномерно. 

Пусть Н - комплексное евклидово пространство размерности ^. 
Скалярное произведение определяет отображение Г Н Иа сопостав- 
ляющее каждому хеЕН линейную формур.. (4) = (ух) на ‚м Отобрахже- 
ние р является изоморфизмом нэд в = полулинеино над @ ‚т.е. 


е (<>) = С“ (5х) (с«0). Для любого линейного отображения + комплекс- 
‘ного евклидова пространства Н, в комплексное евклидово пространство. 


Н, определена коммутативная диаграмма 


Ва 
а | м У зРь , 
да | 


где р), ро - и выше полулинейные изоморбизмы, а № = 
Би { ©. . Ясно, что + — линейное над С отображение. Оно иззывс- 
ется сопряженным к отображению { и обледает следующим /полностью 
определяющим его/ свойством: | 

те ый (5, (у). (хе Но. че НЫ), 
Аналогично лемме 8.6, в ортонормарованных базисах имеем ВВ 
где черта над матрицей означает, что все ее элементы подвергаются 
комплексному сопряжению. 

Справедливы следующие соотношения: 


(4ту = | (и Е ат, (2 И. 


Будем теперь считать, что {ее ЕН . Преобразование г возы- 
вается эрмитовым /или самосопряженнымдесли и - - х Же» воли 


Сто, у) = (х,4 (0) (жче’Н). 


Очевидно, {- эрмитово тогда и только тогда, когда в некотором ор- 
тонормированном базисе натрица А+ эрмитова. 

Преобразование {е Е„А Н называется унитарным, если + = 1 
т.е. если \ - 
(че, 404) = (4) (>. 96Н). | 
из леммы 3 следует, что для унитарности линейного преобразования И: 


достаточно, чтобы С НЕ для всех ЕН. 





во 

Гатрица Е м, (С) называется унсторной, если ее столбиы состё- 
вляют ортонормированный базис стандартного комплексного евкледова 
пространства (” . Это свойство равносильно соотношению С'’= С” 
/ср. лемму 8.2/. Линейное преобразование + унитарнс тогда и только 
тогда, когда в некотором ортонормированном базисе матраца Ах унитар- 
на. Унитарные преобразования пространства Н образуют т О | 
рая изоморфна группе всех унитарных матриц порядка Л и обозначает 
ся через А (м) . | | 

Преобразование ТЕ Е,4 Н называется нормальным, если ЕТ 

= 150. Очевидно, все эрмитовы и унитаркые преобразовения норисль- 





ны. МЫ Дадим далее простую характеризацию нормальных преобраёзое: 
Лемма 4. Для любого подпространства РА И множество Г `= 
= [ хе Н((@\)= о \УзЕГу такие являет та подпростра иством, причем 
Н= Р4Е- 
Доказательство аналогично доказательству леммы 7.6. Подпрост- 


ранство е называется ортогональным дополнением к |— . 








Лецма. 2» Пусть Ре подпространство в Н ; инвариантов в1:с- 
„ { т — ь | Г. 
сительно ГЕ ЕАН. Тогда ЁР а относительно т 
Доказательство. Нсли < @ ых то для любого че = имосем 


[© 
ы ее 6 Е ть У 
бое бе , за торе Е 
Лемма ©. Псли т, а Е Ен \Г й 49 = + 5 20 Е к Я обла 
2‹. ЕЕ { г =. ] и 
з ИВ общим собственным вектором. 
Доказательство. Поскольку мы рассиатриваем конечпомерное гр 


эаиство / над ©, + обладает собственным вектороы /сы. злегетвие 


аль: 


В» ОВ т. —- некоторое собственное подиростроиство 2)я 
ТД Л иивариантно относительно Я °. действительно, для люсст 
ее М ‘имеен т г = а (4(%)) = Аб). рименяя след рта 6: В 2 
9 бразона анию й ВА ‚ видим, что т обладает В м и +) 
вектором. 





Теорема г. Преобразование те „АН нормально тогда : 
тогда, когла для 4 существует ортоноркированный базис пространзт- 
ва К ‚ состоящий из собственных векторов. В этом базисе 


м. ва 
2 и О | О № 


Доказательство. Шсли в некотором ортонормированном базисе гыте 
рица А; диагональна, то Ат = А: также диагональнза. откуда 
А. Ат = -АтА,  Е4Т- т . Обратно, пусть {Р нормал 
тая и наше утверхдение хнлукцией по А = № № оао 





оно очевидно. Пусть оно доказано для пространств размс 
Но. И = см Н  . Согласно лемме 6, в [ оущоствуе 


51 














и 

- обетвенным Е ат . От а 

собственный относительно +1 Шо 6 

ок ие р’ — 

имеем НЕ=Ег + =, причем в силу леммы 5 подпрострег 


СЕ 


‚.зафиантно относительно + и + . Очевидно, 


тек что к этому преобразованию применимо предп 
Быберем в Е ортонормированный базис Ре Чи 





векторов, собственных относительно { . мы можеь 
гогда ясно, что %,..., У, - базис пространства Н ‚ состоящий 
из собственных и и ортонормированныйь 
Следствие Т. Преобразование ТеЕЕ»а Н эрмытово тогда и толь 
тогда, когда в некотором ортонормированиом базисе метрица А: свля- 


< 


ется вещественной диагональной. 
Следствие 2. Преобразование НЕ ЕАН уиитарно тогда й Фольно 
тогда, когда в некотором ортонормировзином базисе матрица 


ется диагональной и имеет на главной диагонели числа, по цодулю ооз- 








ные Г. 

В конечномерном комплексном евклидовом пространстве М ща 
ся естественное бинективное соответствие между ланейнных преобрезосс- 
нкями и полуторалинейныыи бормами /ср. 8 8/. А именные, если солсоса- 
ВИТЬ преобразованию 6 Е» Н  борму пс Ве (ы) „ задает 95 
мулой сей 

В (%,.4} = (>, 40). (мне Н), 
АЕ: 
то получится изоморбизы пространства Е‚4 Н на (Е 
этом в любом ортонориированном базисе матрица А1 СоВнЕрИяе = 
риней Формы 8 . Ормитовыы линейным преобразов. оч: В` 


ретствуют в точиости эрмитовы нполуторалли иыме сормы. отсюда 
следствия Т вытекает 


Теорема 3. Если 5 - эрмитова полуторалиненная форма в т 
Дм 1 





в Н существует ортонормированный базис, ортогоиольный 
но В. . 
На основе вышеуказанного соответствия можно огоеделить 





тельно опрецелепиыс эрмитовы ли кнейные гособразов: ати, оповиенае 










и о нолярной разложении, формулировка и доказательство ко 


рой совершенно аиалогичны веществениому случаю /см. теорему 8.5/. 





ОН 





ПЕХОТА те 
“ 
—- 62 
$ 10. ТЕБЗОРНАЯ АЛГИБРА 
Пусть |2 $ © я Г Е три векторных пространссзе ная р 


ь; Чх У > М азывается билинейным, если длл язбого 


Отображение е 
биксированного 55 Ее т а. В в (> ,9] пространства У в 
\М линейно и для любого фиксированного чем в х -— 
Вх, ) | пространства м в “\^ токие линейно. Аналогично опреде- 
ляются р -линейные отобрежения и ея: те т А . 


1 


т д у} ..“ 
Пусть у р АХ — векторные и нац Ю ТОО: 





эоизведснием пространств \ и АГ называется векторное просо" 


во Р над « внесте с билинейным отображением мг МХМ = РР, 





ладзюцим а своиством универсальности: Дия любого облаветнего 
ое дялиненисе ото 






го отобозжения р у Г РОУ суметь вует 


ражение В: Р = С , токое, что В= рот . 


теорема Т. Мензорное произведение прос 
ъзенно /если оно существует/. Точнее, если 
ведения и ПГ, Ах — Ра о а 
отображения, то существует ток ой изоморбизм у’ гк >= Р чт 
от 


Цоказ: Я. Как следует из опренеления,. Су: 











^—- ря т 
ейные отображения 7, р й иж. р Г ‚ что Е 
{ 
к = Мо 7. р Логда Я = От 1 ей. о. у Щ. = 578. [5 Г 
До = и Тоем, = ‚ поскольку № зе. № ме 





поскольку соответствующие ТР и т 


ПОННЫе 





Ирехце чен доказывать сущес 


я 


7 Ки . о А т г пе и 
конструкции, ПУСТЬ м — проязволь! пос кножесчво и к - поле. бе 





чим через к < „похество всех семейств @С;) РЕ к 
с индексаши из М, ое же к 
равны О. Множество < (М) очевидным образом ше 
пространство над полем к ‚ В случае, кот зофы 
ранство совпадает с К“ . Пространство Е г 
ны векторных поостроиств, изоморфных < см. И. : 
бывает отокдествиеь элемент ме М с вектором (2х. зем › то 


что 3 г 1 з ‹ 
гсывается в раде сормальио бесконечной суммы 2х 
к ее М -— иыджество в ОЕ да векторное п 


Пе ды - 


х.зо для См . Тогда любой вектор торая 











вал К ‹ Для любого 






линейное отображение ФФ 





Я Е Я и 
локазательство. Очевидио, Ч 








`у в г ы 
тсорема_2. Тензориое произведение любых пространств \ = Зы 


# 


существует. р 
ет фФ- 5, (Мхми) 
2 Доказательство. Рассмотрим в пространстве вы 9 попе 


ренс 138% пвляющееся линейной оболочкой векторов вида 
(еуч,, 4) = С г (25,9). а 
(%,94.ччь} — а (2, 62], 


Се, №) = и р 
(36, си) ес 
где х,х. сечь <№ сек . Положим Р= Р/© и определим отобъа- 
жение т, Мг. Р формулой (<, 9 — (2.4) + <. Будем писать (=, 
-х®ч ,‹ очевидно, 
НХ: = бут 09 , о (и 44ь) = ЭС + С}, 
(сх) @ч = (=®су) = е (> 4}, 
т.е. И билинейно. Цокажем теперь, что Е 38 удовлетворяют огое- 
ых делению тензорного произведения. 
Пусть С: М х м = (7 билиненное отображение. По лемме Т р 
продолжается до линейного отображения В ‚ Р.> ый ‚ причем — и 
(с Сы (в) ) = 2 Сы) 665 ) в Непосредственно пров воряосовь, ее - 


переводит в О все векторы вида /Т/. Поэтому = дз В < ОЖ 
следует, что з определяет линейное отображение в : РА Ра 
что & (65) = в (5, 4} =). С другой стороны, если у: Р- 0 - 
кое линейное о что = у 59 а. (26 = Ве Е 


поскольку р ‚ очевидно, порохцается векторами вида хер . 

Остаповимся на некоторых свойствах тензорных произведе:. 
зозное произведение пространств Е п \М цы будем обозна 
рез. \Ле \М и будем писать 1 (С 4) = Я . Как видно 
тельства теоремы 2, любой элемент ци Аллу записывается /ео, 
но/ в виде и= 22: $4: › где хс=\ , че \ : 

Лемма 2. Имеются естественные изомороизмы: 

17 Моем = мы\У; 

2/ (Хьт) ем = И®(УМе\/). 

3/ Ком = \, 





О Т/ Отображение (2у)-> чех пространств: 
их Г Г @©\/ билинейно, так что существует такое линейное 


ображение т ‚Гог = МГе\ , что № (ху -=ух.. Аналогично срез 
деляется такое линейное отображение № Ме > \/6М/` , что У- (152/16 
Очевидно, и 1 В обратны друг другу = 

2/ Фиксируем зе и рассмотрим билинейное отобрал 
уху —= 99 (ХЛэхАл) ь заданное бормулой. > Е = @ (я е=/ 
Зуществует такое линейное отображение к... Деу = 9 Ф (Ус 
ие а К®ч) ы х®(уе2) . Палее, блиненное отображение 97 ней Г 





г: 





